M. I. AHbe3i A. K. Knepo B. 1. ByHsikoBCbKMiA

@ ICTOPUYHA OOBIAKA

Enoxa Benukux reorpagiuHux BigKpUTTIB i 00yMOBJIEeHUII HUMU PO3BUTOK
BUPOOHUIITBA, TOPriBJi, MOPEIJIABCTBA CTAJU IOIITOBXOM OO0 BUHUKHEHHS aHAJIi-
TruyHOoi reometpii. Ile#t posminm reomerpii, B OCHOBI AKOTo JeKaTh ifesds KOOPAUHAT
i BcTaHOBJIEHHS BiAMIOBiZHOCTI MixK aJjreOpaiuHUMU PiBHAHHAMU i T€OMETPUUHUMU
dirypamu, craB migcyMKOM 0araToOpiyHMX MaTeMaTUYHUX IOCTiIKeHb.

TBopIAMU aHAJNITUUHOI IeoMeTpil BBaKaloTh ()paHIy3bKuX yueHux Pene [le-
kapra (1596-1660) i IT’epa @epma (1601-1665). Pepma na mouatrky XVII cromirTTsa
3aiMaBCs BiJHOBJIEHHAM yTPaueHUX POOIT JaBHBOTPEIBKUX YUEHUX, 30KpeMa AmoJi-
noHia IlepsbKoro, i, BUMIIOBIIIN 3a MeXKi CyTO BiHOBJIIOBAJIBLHOI POOOTHU, YCTAHOBUB
3araJbHUI IigXiA 40 BMBUYEHHS TeOMETPUUYHUX MiCIlb TOUOK uepes aJjrebpaiuni
piBHAHHA. Bigkpurra [ekapToMm cucTeMH KOOPAWHAT HA MJIOIIWHI HAJAJO MaTeMa-
TUYHUN amapar IJs BTiJIeHHS ifeil aHaJiTH4YHOI reomMeTpii B TOMY BUTJIALI, yV SKO-
MY BOHHU BiJJoMi HAM ChbOTOAHi. 30KpeMa, 3a HOIIOMOT0I0 KOOPAMHAT CTaJ0 HabaraTo
3pyuHiIlle mocaimyBaTu reomMeTpuuHi Kpusi. OgHA 3 HUX OTpUMaJjia Ha3By «JOKOH
Amnbesi» Ha uectr Mapii Taetanu Ambesi, meprmoi B cBiri »ximkm — mpodecopa
3 maremaruku. Ane ax ®Pepma, tak i JekapT juie HaTAKAJIW HA MOYKJIUBICTH BU-
KOpUCTaHHA KOODPAMHAT y mpocTopi. TpuBUMipHY cucTeMy KOOpAUHAT MEPIIIUM II0UaB
3acTocoByBaTH (ppaniyspkuii marematuk Ajekci Kmog Kaepo (1713-1765), a cucre-
MaTHUUYHe BUKJIAJEHHA aHAJITUYHOI reoMmeTrpii B mpocropi mogas y 1748 p. BumaTHU
yuennit Jleonapn Eiimep.

B icTopiro amasiTmuHOI reomMeTpii BIMCAHO TAKOMK iMeHA YKPAlHCBKUX YUEHUX.
Ypomxernenb Binumuumau Biktop fAxoBuu ByHarkoBcbkuii (1804-1889) zakimuwus
XapKiBChbKUI yHiBepcuTeT, IOTIM HaBuaBcsA MaTeMaTuKuW B Ilapuiki, y mpoBigHmX
yuenux cBoro uacy — Kori, Jleskanapa, Ilyacoma, Jlammaca, a miswmime mpairio-
BaB y IlerepOypsi. Bim OyB aBTOpOoM IIOHAJ cTa POOIT i3 MaTeMaTHYHOTO aHAJI3Y,
anrebpu, reomerpii, Teopii umces i Teopii WMoBipHOCTeil. 3oKpeMa, BimoMa Bam
HEpiBHICTH d-5<|d’|~ b| € BEeKTOPHUM IOZAHHAM MAaTeMATHYHOrO (DAKTy, AKHUH OyB
ysarajgbHeHnM ByHAKOBCHKUM Ha IifcTaBi imeit fioro Bumrena Korri i oTpumas Ha-
3By «HepiBHicTs Korri — ByHAKOBCHLKOTO».



fodamku

Aodamok 1. Mpo akciomu cmepeomempii
ma 1i 3B'A30K i3 nnaHimempieio

T'eomeTpiag B mpocTopi — cTepeomMeTpis — BUHUKJIA U PO3BUBAJACI OJ-
HOUACHO 3 IeOMeTpi€l0 Ha ILJIONIWHI. 3 JaBHIX UaciB JIIOAWHA cIIOCTepiraJja Ta
BHBUAaJIa K IIPOCTOPOBi ImpeaMeTH, IMo ii oTouyBaJ M, Tak i iXxHi okpemi miaocki
yactuHUu. [[ikaBo, III0 TepMiH «IJIaHiMeTpisg», AKUN Mae€ JaTWHCHKUN KOPiHb
«ITaHyM» (IJIOIMHA), BUHUK ITi3HIiIIIE 3a TePMiH «CTE€peoMeTpia», 110 IMOXOAUTH
BiJl TpeIrbKOro KopeHs «crepeoc» (mpoctip). OxHak y mporeci moOymoBu Teopii
IIPOCTOPOBUX TiJl 3’scyBaJjiocsd, IO caMe IIJIaHIMeTpis € T'OJIOBHUM HAyKOBUM
miarpyaTam crepeometpii. Came ToMmy, (hOPMYJIIOI0UN HA3KY aKCioM IPOCTOPOBOI
reomeTpii, Mmu moB’aA3yeMo ix 3 akciomamu mIaHimMerpii Ta HacaigKaMu 3 HHUX.

CNCTEMA NMJAHIMETPUYHUX AKCIOM

I. fIxa 6 e Oysa mpsaMa, iCHYIOTH TOUKH, IO
HaJIeXKaTh i mpamii, i Touku, M0 He Ha-
JexaTb iil.

Yepes Oyab-AKi OB TOUKM MOKHA IIPOBECTHU
apAMYy, i TiTBKHW OOHY.

II. I3 TprOX TOUOK Ha MPAMIN omHA i TiIBKH
OJHA JIEKUTH MiXK JABOMA iHITMMU.

III. KoxxkHuii BifpisoK Mae MEBHY OOBMKUHY
(v 3aaHUX ONUHUIIAX BUMIiPIOBaHHS), OLJIBIITY
3a HyJb. JloBXKMHaA Bigpiska OOpiBHIOE CcyMi
IOB)KHWH YaCTHUH, Ha AKi BiH po3OuBaeTbhCA
OyIOb-sIKOIO 1OI'0 TOUYKOIO.

A B C
AC=AB+ BC
A B

IV. Ha Gyap-skoMy HIpOMeHi Big #oro mouaTko-
BOI TOUKM MOJKHA BiIKJIacTH BimpisoK 3amaHOL
JOBXKUHM, i TiIBKU OJMH.
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HopaTok

c V. Ilpama pos3buBae IJIOITWHY HA IBi IIiBILIO-

o muHA. SIKI10 KiHIi Bigpiska HajgekaTb OGHIiN
A a OiBIJIOMIMHI, TO BiAPi3OK He mepeTHHAaE MIps-

B \B my. SIKImIo KiHIi Bimpiska HajleKaTh PiSHUM

TiBILJIOIITMHAM, TO BiIpiBOK ImepeTHMHAE IPAMY.

VI. KoxxHuii KyT Mae meBHY T'PafyCHY Mipy,
A o B O0inpIry Bim HyJsA. PosropuyTuit KyT MOpiBHIOE
180°. k1o mpoMiHb JiJIUTHL KYT Ha ABa KYTH,
TO IpajlyCcHA Mipa JAaHOTO KyTa JAOPiBHIOE CyMi
rpafycHUX Mip ABOX OTPUMAHUX KYTiB.

£ AOB = 180°

C
2
0 A

£LAOC=~LAOB + £ BOC

VII. Bixg Oymbp-AKOro mpoMeHs JaHOI IIPsMOIL

B
o MOXKHA BiKJIaCTH B JaHy IIiBILIOIUHY KYT i3
3aIaHOI0 I'PAyCHOI0 Mipoio, MeHIoio 3a 180°,
(0] A

i TiIBKU OZMH.

VIII. dxwuit 6 He OyB TPUKYTHUK, iCHYE TPU-

B
KYTHUK, 1[0 JTOPiBHIOE MOMY B 3aJJaHOMY PO3-
C MiIlreHHi BiTHOCHO ZAHOTO IPOMEHS.
A B,
/\C1 .
Al

AABC=AABC,

b A IX (axcioma mapaJieTbHUX IpPAMUX, abo akcio-
ma EBkiaina). Uepes TOuKy, 110 He JIEKUTH Ha
a JaHil npaMii, MOXKHA IIPOBECTH Ha ILJIOIWHI

He OiJIBII Hi)K OOHY IIPAMY, IapajieIbHy OaHiii.

alb
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Hopatku

X. PiBHI MHOTOKYTHMKHN MAalOTh PiBHI IIJIOITi.
S =8,
b XI. K10 MHOTOKYTHUK CKJQAEHUH i3 KiJb-
KOX MHOTOKYTHUKIiB, TO HOTO ILJIOIIA AOPiBHIOE
CYMi ILJIOI ITUX MHOTOKYTHHUKIiB.
S=§+8,+S,
1l s XII. Ilmomia KBampara 3i CTOPOHOIO, IO JIO-
- PiBHIOE OMMHUITI TOBKUHU, JOPiBHIOE OTUHUILL
TIJIOIITi.
S=1 kB.ox.

Posrasmemo mesaki 0coO0aMBOCTI B3a€MO3B’A3KiB akcioMaTHUKM IIaHiMeTpil

i crepeomeTpii.

THUX,

Hacamnepen, po3mupumMo i yTOYHMMO Iepesik akciom, moganux y § 1.
Y mpoctopi icCHyIOTh NIPUHAWMHI TPH TOYKM, SIKi He JieKaTh Ha OIHIiH
NpPAMii.

Yepe3 TpU TOUYKH, II0 He HAJIeKaTh ONHIM NMpPAMii, MOKHA MPOBECTH
ILUIOIUHY, i TIIBKM OTHY.

SIxa 0 He OyJa ILUIOIIMHA, iICHYIOTh TOYKH', L0 HAJENKATh Liil IJIOLIMHI,
i ToukwH, 110 He HaJIeKATh Til.

Y Oyap-AKili IIOIIMHI BHKOHYEThCA ILIAHIMeTpidg, TOOTO Bei miaaHime-
TPUYHI aKciomu i Teopemu.

Yepes Oyab-IKi IBi TOUKM IPOCTOPY MOKHA HMPOBECTU MPAMY, i TiIbKH
O/HY.

A0 ABi MIOMIMHN MAIOTh CHiJIBHY TOYKY, TO BOHU IEPETHUHAIOTHCA MO
NpAMil, TKa IPOXOJUTH Yepe3 L0 TOUKY.

HoB:xkuna Binpiska (y 3agaHUX OOUHHMIIAX BUMIPIOBAaHHSA) HE 3aJI€KUTH
BiJl TOro, y AKili IJION[MHI, 0 MIiCTUTHh JaHWI BiIpi30K, BOHA BHMIipIO-
€ThCH.

BuokpemMuMo neKisibKa BasKJIMBUX HACJHIIKIB Ifi€l cucTeMm aKcioM, Kpim
mpo AKi #umaocsa B § 1-2.

* TlpunaiimHui gBi.
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Hopatok 1

3 akciom 1 i 5 BumIMBae, 110 Uepe3 OyAb-IKY TOUKY HIPOCTOPY
MOKHA IIPOBECTH IMPAMY, a IJd OyAb-AKOI IpPsAMOI iCHYIOTH TOUKHU, AKi
i He HaJe:XKaThb. TaKoK i3 IIMX aKcioM BHIJIMBAE, IO B IIPOCTOPi icHye
NpUHAMHI OgHA IIpsaMaA.

3 akciom 1 i 2 BumsimBae, IO B MPOCTOPi iCHye mpWHAWMHI omHA
TJIOIITWHA.

3 akciom 1 i 3 BumImBae, 110 He BCi TOYKM HPOCTOPY MiCTATHCA
B ONHIN IJOIMWHiI, a TuM OiJNbIlle — Ha omHill mpamiii. Tak camo i Ha
IJIOIIMHI — 3 aKcioMu Ipo Te, IO AJIs OyAb-AKOI IPsAMOI iCHYIOTh TOUKH,
1o ifi He HaJe)KaTh, BUILJIMBAE, II[0 HE BCi TOUKMW IMJIOIIMHU JIEXKATh Ha
ONHITI TPAMIT.

3a BiIOBifHOIO TeOPeMOIo, JOBEAEeHOI0 B II. 2.2, yepes IpaMy i Tou-
Ky, III0 He HaJEKWUTh NaHil NpPaMili, MOKHa IIPOBECTU ILJIOIMUHY. 3a aK-
ciomamu miaHiMeTpil Ha gaHiil npaMil icHyoTh TouKM miaoinuau. OTxKe,
i B mpocTopi, AK i Ha IJIOIMHI, I OyAb-AKOI IPSAMOI iCHYIOTh TOUKH,
110 HaJIe;KaTh HAaHIN IpAMil, i TOUKM, III0 He HaAJIeKaTh ii.

3BepHEMO OCOOJHMBY yBary Ha axciomy 4, 3TiJHO 3 SAKOI0 B KOKHIi
ILJIOIIMHI BUKOHYIOTHCA BCi akciomu i Teopemm maaHimerpii. Y 3B’A3Ky
3 I[UM 3a3HAUYMMO Ille OAMH BaKJIMWBUHN (PaKT: yci akciomu miaanimeTpii (Ha-
BiTh AKIIO B iX ()OPMYJIIOBAHHSX BiJICYTHE CJIOBO «ILJIOIIIMHA») MOYKHA BU-
KOPHCTOBYBATH JINIIIE B MEeBHill MJIONINHI, a He AJIS TPUBUMiPHOTO IIPOCTO-
py B3araii. Ock uoMy, HaOPUKJIaL, aKkcioma b He € HacJiJKOM BiamoBimgHOI
akciomu nyaHiMmeTpii. Bisbir Toro, okpemi Teopemu IiaHiMeTpii cupaBen-
JWBiL ¥ aya Giryp y mpocTopi — 0 TaKMX HaJIeXKaTh, 30KpeMa, O3HAKU
PiBHOCTI I MOMIOHOCTI TPUKYTHUKIB, AKi CIPaBAKYIOTHCA IJIA TPUKYTHU-
KiB, IO He JieXKaTh B OAHiN IJIOIuHi (Togaemo 1eii (pakT 0e3 JoBeIeHHd).

Vsaramui, mpobsieMa BiAIIOBiZHOCTI OKpeMuX IIOHATH i (pakTiB Ha
IJIOIIMHI I y IIPOCTOpPi I[iKaBujaa BUeHUX IIfe nmounHamoun 3 JIobaueBChLKO-
T0, IKWI CBOTO Yacy 3alIPOTIOHYBaB He PO3MiIATH MJIAHIMETPil0 Ta CTepeo-
MeTpilo, a BHUKJAJATHU 1X IapaJejbHo. TaKuil migxig He BTpaTHUB CBOTO
3HaueHHA U chboromHi. [asi Mu 3acTocyeMo BimmOBigZHOCTI MisK ILIaHiMe-
Tpi€lo Ta cTepeoMeTpieo M OOTPYHTYBAHHS JeAKUX B3a€EMOIIOB’SI3aHUX
¢daKTiB Ha MJIOMIMHI I y IIPOCTOPI.

3apaua 1.1 &

HoBepniTb, WO Ha NNOWMUHI icHye 6e3niy4 NpaMUX, GKi MICTATb AAHY TOUYKY.

Po3g'azaHHsa

Hexal npama a MIicTUTb AaHy TOouky A. 3a akciomamu nnaHimetpii ic-

Hye TOYKa B, WO He Hanexutb Mpamili a, Ta Touka D, WO HanNexuTb Ui Npamil.
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Hopatku

PosrnaHemo Biapizok BD (puc. 287). BiH mae nesHy AOBXWHY, a OTXe, HA HbOMY
icHye 6e3niy To4ok C TAKUX, WO AOBXWUHA BiApiska CD MeHLwa 3a A0BXUHY Biapiska BD.
3a BiANOBIAHONO AKCIOMOKO Yepe3 TOUKy A i byAb-aKy TOuKy Biapiska BD moxHa npo-
BeCTU npsmy. [losenemo meToaom BiA CYMPOTUBHOTO, WO BCi TAKi MpSMi € pisHUMM.

Cnpasai, NpUNYCTUMO, WO NPSMA Cq, KA MICTUTb ToukM A i €y, 36iraeTbcs 3 nps-
MOKO C,, WO MICTUTb ToukM A i C,. Toai obuasi Ui npami 36iraroTbes 3 npamoro CiC,,
Ha akili nexatb Touku B i D. OTxe, Touku A, C;, C,, B i D nexaTb Ha OaHIl npami.
Yepes Touku A i D moxHa nposecTU €AUHY Npamy a, ane 3a nobyaosoro Touka B ik
He Hanexutb. OTXe, MU OTPUMANU CynepeyHicTb, TO6TO npami ¢; i ¢, pisHi. Takum
YUHOM, yci NOo6yAOBaHI MpAMi € Pi3HUMMK, i Yepe3 TOUKY A Ha NJIOWMHI NPOXOAUTb
6e3nivy npamumx.

Puc. 287 Puc. 288

3apaua 1.2
HosepniTb, WO B NpoCTOpi iCHye 6e3niy NMOWMUH, WO MICTATb AAHY Npamy.

Poss'asaHHa
PosrnaHemo Touky B, aKa He HanexuTb AAHIW Npsmiii a. 3a BiANOBIAHOO Teope-
MO0 Yepe3 MpsAMy a i TOYKY B MoxHa nposeCTU €AuMHY NIOWMHY o. 3a akciomoro 3
iCHye Touyka D, aKa He nexuTb y nnowmHi O. Yepes npamy a i Touky D nposenemo
nnowwuHy B (puc. 288).

Ha Biapisky BD icHye 6e3niu Touok C, KOAHA 3 SKUX, KpPiM TOUYKU B, He HaNexuTb
nnowuHi a. OiticHo, akwo Cea, Beoa, o BCcoa, a otxe, Dea, wo cynepeuutsb
Bubopy touku D. Tomy Bci Touku Biapiska BD He € Toukamu npsmoi a. TTposeaemo
NAOWMHU Yepe3 NpsMy a Ta KOXHY 3 BHYTPilIHIX TOYOK Biapiska BD i aoseaemo me-
TOAOM Bifi CYNPOTUBHOTO, WO BCi Ui MMOWMUHU Pi3HI.
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Hopatok 1

Cnpasai, npunyctumo, wo C; i €, — BHYTpIilWHi Touku Biapiska BD, a nnowwu-
Ha 7y,, KG MICTUTb MpaMy a i TOuky Cp, 36iraeTbCsa 3 MSIOWMHOK 7y,, WO MICTUTDb
npsmy a i Touky C,. Toai Ui NAOWUHU MicTaTb Touku C; i C,, a oTxe, i npamy C;C,,
30Kpema TOUKy B. Ane Ui NNOWMHU MICTATb TAKOX i NpaMy a, a TOMy 3a BiAMOBIAHOKO
Teopemoto 36iraroTbca 3 NnowuHoro o. OTxe, Touku C; i €, HanexaTb MNAOWMHI «.
Toai npama C,C,, a oTxe, i Touka D nexaTb y NMOWMUHI o, WO Cynepe4nutsb BUbOpY
TOYkU D. TaKUM YUHOM, yCi NO6YAOBAHI NMOWMUHU € Pi3HUMM, | Yepe3 Npamy a B Npo-
CTOpi NpoxoauTb 6e3niv NIOLWMUH.

IIToitHO po3ryIAHyTi 3amaui cBigUaTh IIPO Te,
10 GOPMYJIIOBAHHS H CIIOCO0OU JOBENEeHHS AeTKUX
TeoOMeTPUUYHNX (PAKTiB Ha IJIOMIWHI B y IPOCTOpi
aHajoriuni. AJle Taka aHaAJOris B HEeAKUX CUTY-
amigx MOKe IIOPYIIyBATHCS: iHKOJMW TBepPAKeH-
Hd, AKe B ILIaHiMeTpii € akciomor, momomarae
chopMyJIIOBATH aHAJIOTIUYHUI CTEePEeOMeTPUUHUI
(dakT, ase B mpocTopi BiH y:Ke moTpebye moBe-
nennda. Haliuacriie 1e AoBeleHHA I'DPYHTYETHCS
caMe Ha BiAmoBigHiN akciomi miaanimeTpii: Ha-
IPUKJIAJ, y ILJIOIINHI Yepe3 TOUKY Mo3a AAHOIO0
OPAMOI0 MOXKHA IIPOBEeCTH He Oijble Bixg ommiel
npsAMOi, mapaJieqbHol maHiit (akcioma EBkiima),
a B IIPOCTOPI Ieil (paKT € YaCTUHOIO TeopeMu (IUB.
n. 3.3), DOBeIeHHs SIKOI 3BOAUTHLCS 3PEIIITOI0 0
3acTocyBaHHsA akciomu EBkiina.

Hasememo mie ogHy momiOHY amHaJoriio.

3a akciomoro MraHimMerpii KoKHa mpaMa
po301Bae IJIOIUHY HA MBI YaCTUHU — ITiBIIJIOIIU-
HU, IPUYOMY SAKIIO KiHIII Bigpiska HaJle;KaTh Of-
Hi#l miBOJIOIIIMHI, TO BiAPi3OK He IlepeTHUHAE JaHy
OpaMYy, a SKIMO KiHI[l Bifipiska HaJexKaTh PiBHUM

OiBOJOIMMHAM, TO BiJpPi30oK mepeTHWHAE MNPAMY
(puc. 289).

PoarnsgmemMo po30OUTTSA IPOCTOPY ILJIOIIH-
HOIO Ha ABi yacTWHM — miBmpoctopu. asa Hux
OyIe BUKOHYBATUCA BJIACTHUBICTH, aHAJOTiuHA
JI0 IIOMHO PO3IVISHYTOL BJIACTHBOCTI IiBILIOITUH Puc. 289
y mirauimeTpii.
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Puc. 290

262

Teopema
(npo po36umms npocmopy Ha dBa hiBnpocmopu)

Byab-aka nnowuHa po3busae npocTip Ha ABa nie-
npocTopu. SKLWO KiHUi BiApi3ka Hanexatb oAHOMY
NiBNpocTopy, TO BiAPi3OK He MepeTUHAe MNIIOLWMHY.
SKWo KiHUi Biapi3ka Hanexatb pi3HUM NiBNpOCTO-
pam, TO BiAPI3OK MepeTUHAE MNIOLWMUHY.

JloBedeHHs

[J PosmiaumMo MHOMKHHY TOYOK, AKi He HaJe-
KaTh JaHil IUIOmMuHLI O, Ha ABL Qirypm F, Ta F,
B Takuii cmoci6. 3a akciomoio crepeomerpii icmye
TouKa A, AKa He HaJeXUTh mjiomuHi o. Ho ¢iry-
pu F, BigHecemo Touky A i Bci Touxku X mosa ILIO-
IIUHOIO O, OAJIA AKUX Bigpisox AX He mepeTtuHae o,
go ¢irypu F, — Bci Touku Y mosa NJIOMIMHOIO O,
i AKuUX Bigpisok AY meperunae o. OTike, yci
TOUKMU TIPOCTOPY, AKi HE MiCTATHCSA B MJONIWHI O,
HaJekaThb abo dirypi F;, abo ¢irypi F,. [osezmemo,
mo F, ta F, 3aJ0BOJIBHAIOTE yMOBHU IiBIPOCTODY,
HaBeIeHiI B TeopeMi.

Posrnamemo Toukn X, i X, ¢irypm F,, aki
He 306iratoTbcsa 3 Toukoio A. Yepes HuUX Ta TOUKYy A
MOKHa IITPOBECTH He MeHIIe BiJ omHiel mIoImHH.
SAKIo A IJIoIIMHA He MAa€ CHiJIBHHX TOYOK 3 O, TO
Bigpisor X X,, axumii HamexxuTh muomuHi AX X,
He IepeTuHae o..

Posriianemo BUIIALOK, KOJHI (AXle)ﬂocza.
3a akciomoro miIaHiMeTpii IPo MiBIJIOIIUHY IIPAMAa a
pos6uBae miomuny AX,X, Ha ABi miBmomuHH f
iy (puc. 290, a).

Hexait Aef. 3a mobynoBoto ¢irypu F, Bin-
piskn AX, i AX, He mepeTHHAIOTH (., & OTKe, He
nepeTrHAOTh i mpamy a. Tomy 3a akciomor Iia-
mimerpii X, €, X,eP. Omxe, Bigpisoxk X X, He
nepeTuHae a. Aje TOmi BiH He mepeTWHaTUMeE # O,
OCKiJIbKM TOUKA MEePeTUHY Mae€ Jie;KaTu Ha OpAMil a,
fIKa € IpaAMoIo IepeTuHy miomuH o i AX X,.



Hopatok 1

AHaoriueo ZOBOAUTHCH, II0 KOJM TOUKH Y,
i Y, Hamexxatrs (irypi F,, To Bimpisok Y)Y, He me-
petuHae o (puc. 290, 0), a komu XeF,, YeF, o
Bimpidok XY meperuHae o (puc. 290, g). loBenirs
i TBepJ:KeHHA caMocTiiiHo. M

I mapernri, HaBemeMo ITie ABi 3aaui HA IJIOIIU-
Hi #1 y mpocTopi, Po3B’sA3yBaHHSA AKUX I'PYHTYETHCSA
BiZIIOBiTHO Ha MIOMHO POSTVIAHYTIA akKciomi mpo miB-
IJIOIIIUHU ¥ TeopeMi MpOo IIiBIPOCTOPH.

3aaaua 2.1
Ha nnowuHi npama, sKa He MiCTUTb BEPLUINMHU TPUKYT-
HWKa | NepeTUHae OAHY 3 AOTO CTOpiH, NepeTUHAE piBHO
OAHY 3 ABOX iHIWWX CTOPIH AAHOrO TPUKYTHUKA. [loBeaiTb.

Posg'asaHHa

Hexail y naowwuHi o AAHO TPUKYTHUK ABC i nps-
My a, sKa He MicTuTb Touok A, B i C Ta nepetuHae
BiApi3ok AB. 3a akciomoro nnaHimeTpii Npo NiBNMOWM-
HU U npama po3buBae NSOWUHY HaA ABi MiBNMOWM-
HU B i vy (puc. 291).

Hexan BeP, Aey. Ockinbku Touka C He HanexuTb
npamin a, 1o abo CeP, abo Cey.

Y nepwomy BUNAAKY 3a AKCIOMOO MNpO MIiBNAOWMUHU
BiApi3ok BC He nepeTuHae a, a BiApizok AC nepeTUHae a.
Y apyromy BUNAAKy, HaBMaku, Biapizok BC nepetuHae q,
a BiApi3ok AC He nepeTuHae a.

3ayBarKuUMO, II0 B iHIIIMX CHUCTEMaX reoMe-
TPUYHUX aKcioMm, 30Kpema B akciomaruri I'innbep-
Ta, moBemeHui (axT € axciomoro. Ha uecTh mociin-
HUKa I[iel BJACTHUBOCTi, HiMeIIbKOIO MaTeMaTHKa
Mopina Ilamra, many akcioMmy HasuBamOTb aKCiOMOIO
ITamma.

Puc. 291

263



Hopatku

264

3anaua 2.2
TTepepi3 TeTpaeapa NJIOWMUHOR, SKA He MICTUTbL Bep-
WWHW TeTpaeapa i NepeTUHae ofHe 3 oro pebep, € abo
TPUKYTHUKOM, a60 YOTUPUKYTHUKOM. [loBeaiTs.

Posg'azaHHa

Hexali paHo TeTpaeap PABC Ta nNnowwuHy o, SKka He
MICTUTb XOAHOT 3 BeplIMH AAHOTO TeTpaeApa i nepe-
TWHae siapisok PB. TInowwuHa o posbusae npocTip Ha
Aga nisnpoctopu F; i F,. 3a woliHo AaoseneHoro Teo-
pemoro Touku P i B HanexaTb pi3HUM RiBNPOCTOPAM.
Hexali PeF;, BeF,. PosrnaHemo Bunaaok, konu AcF,,
CeF, (puc. 292, a).

Toai 3a Teopemoro Mpo NIBNPOCTOPU MNIOWMHA O
nepetuHae Biapisku PA, PB i PC, ane He nepeTuHae Bia-
pisku AB, AC i BC. OTxe, nepepi3 TeTpaedpa NSOWUHOO
€ TPUKYTHUKOM.

Y Bunaaky, konu AeF,, CeF (puc. 292, 6), nno-
WUWHaA o nepeTuHae Biapisku PA, PB, CA i CB, ane He
nepeTuHae Biapisku AB i PC. OTxe, nepepi3 TeTpaeapa
NNOWUHO € YOTUPUKYTHUKOM.

Yci Bunaaku, konn AeFy, aHanoriyHi A0 WOWHO pos3-
rnaHyTUXx (NpoaHanisyiite X CAMOCTIlAHO).

Alodamok 2. lfeoMempuYHi MiCUsi Mo4oK
y npocmopi

¥ mporieci gocaikeHHS TPOCTOPOBUX Giryp, AK
i iryp Ha mIOIMMWHIi, MOBOJII YacTO IIOCTAIOTH 3ajadui
Ha 3HAXOMKEHHS TOYOK, SAKi 3aJ0BOJIBHAIOTH IIEBHY
YMOBY, TOOTO 3ajaui Ha 3HAXOMKEHHS I'eOMEeTPUYHO-
TO MiCII TOYOK. ¥ cTepeoMeTpii miaxomm mo pos3TiIs-
Iy TeOMETPUYHUX MiCI[h TOUOK MaliKe He BigpisHA-
IOThCA BiJl THMX, IITO0 3aCTOCOBYBAJINCA B IIJIaHiMeTpii.
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O3Ha4eHHs

leomeTpuuHUM Micuem TOuOK (ckopoueHo MT),
SKi 30A0BOJIbHAFOTb NMEBHY YMOBY, B MpOCTOpi Ha-
3UMBAETLCA Irypa, WO CKGAAETLCA 3 YCiX TOYOK
NpoCTopy, SKi 30A0BOJIbHAOTL LIKO YMOBY.

s moBemeHHsT TOrO, mI0 (Qirypa F € reome-
TPUUYHUM MiCIleM TOYOK, SKi 3aJ0BOJIbHAITH yMO-
By P, Tpeba moBecTu aBa TBEPI KEHHS:

1) akmo Touka X Hajge:KuTh (Girypi F, To BOHaA
3a710BOJIbHSAE YMOBY P;

2) AKIo TouKa Y 3a/I0BOJIbHSE YMOBY P, TO BOHA
HaJe:Kuth Qirypi F.
OueBUHO, IO 3aMiCTh APYTroro TBEPAKEHHS
MOKHA JOBOJUTHU TaKe:

2’)AKII0 TOuKa Y He HaJIeKUTh Qirypi F, To BoHA
He 3a/I0BOJIbHS€E yMOBY P.

Haramaemo Tpu reoMeTpuYHUX MiCIIA TOUOK Ha
IJIOIMWHI, AKi BUKOPHCTOBYIOTHCS HaMWUacTiIe, Ta
HaBeJIeMO IX TPOCTOPOBi aHAJIOTH.

1) TeomeTpUYHUM MiCIIeM TOYOK WJIOIIWHU, AKi

poamimieni Ha 3amaHii Bigcrami R Bim manoi
Touku O 1iei MJIOIIMHU, € KO0 3 IeHTpoM O
Ta pagiycom R (puc. 293, a).
Y mpocTopi reoOMeTPpUUYHUM MiCIIEM TOYOK, AKi
posmimieni Ha 3amaHi# Biacrami R Bim manoi
Touku O, € cepa 3 meaTpom O Ta pamiycom R
(puc. 293, 6). lleti pakT Ge3mocepegHHBO BU-
MJINBA€E 3 O3HAUEeHHs chepu.

2) T'eomeTpUYHUM MicIleM TOYOK IIJIOIITWMHU, PiB-
HOBigmaseHUX Bim manux Touok A i B, € ce-
PeIMHHUN NepIeHAUKYJSaAp O0 Bigpiska AB
(puc. 294).

Y mpoctopi icHye 6essiu mpAMUX, IO TPOXO-
IATH Yepel3 CepelnHy BifpisKa MepHmeHIUKYJIAPHO 0
HbOTO. JloBememo, 1o IIi MPAMi yTBOPIOIOTH ILJIOIIU-
HY, NEPUeHAUKYJIAPHY [0 JaHOTO Bigpiska.

(6

Puc. 293. T'eomeTpuyne
MicIle TOUOK, BiggaeHux
BiZl maHOl TOUKMU Ha 3aJaHy
BizcTaHb

‘A B

A

Puc. 294. TeomeTpuuHe
MicIle TOUOK IJIOIIMHU,
piBHOBimmameHUX Bix ABOX
IaHUX TOYOK
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Puc. 295. [To noBeneHHs
TEOPEeMH IIPO reOMeTPUUHEe
MicIie TOYOK mpPOoCTOpPY,
piBHOBimmameHUX Bix ABOX
IaHUX TOYOK
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Teopema (npo 2eoMempudHe Micye mo4oK npocmopy,
piBHOBIOdANEeHUX Bi0 0BOX OAHUX MOYOK)

FeomeTpUYHUM MicLem TOYOK MpOCTOpY, PiBHO-
BiAAaGNeHUX BiA AAHUX TOYOK A i B, € nnowwuHa,
SKa nepneHAUKynapHa Ao siapiska AB i npoxoauTsb
Yepes MOro cepeauHy.

JloBedeHHs

[J Hexait Touka C — cepenuHa Bimpisxa AB.
3a goBemenuM y m. 8.2 icHye emmHaA ILJIOIIMHA O,
AKa MPOXOoAuTh ueped TouKy C 1 mepneHIUKYJISIpPHA
no AB. osenemo, 1o o € mrykaaum I'MT.

OueBupgHoO, 110 TouKa C IJIOIMHHU O HAaJe-
skuThb mykanomy I'MT. Posrnsaemo noBinbHY TOY-
Ky X, dgKa HaJeXUTh IJIOIMWHI O i He 30iraernbcs
3 C (puc. 295, a).

Tozai 3a o3HaUEHHAM IIEPIEHINKYJISIPHOCTI Ips-
moi Ta maomuau AB 1 CX.

Omxe, y TpuryTHUKY AXB Mmeniana XC € Buco-
Toto. Ile osHauae, 1m0 TpuKkyTHUK AXB piBHOOEmpe-
HHuI 3 ocHoBoio AB, oT:ke, AX = XB, T06TO Touka X
piBroOBigmanmena Big A i B. Ockinbku X — [OOBiJbHA
TOYKA IIJIOIUHU O, TO BCi TOUKM IIJIOIIMHU O Ha-
ne:xarb myxkanomy I'MT.

HoBemeMoO MEeTOOM BiJ CyIPOTHUBHOTO, IO, KPiM
TOYOK TJIOIITUHU O, IHIIINX TOYOK, PiBHOBigmaIeHUX
Bigm A i B, y npoctopi Hemae. [lilicHO, Hexall medaKa
TOuKa Y, piBHOBimmaJyieHa Bigm A i B, He HaJeKUTD
miommuHi o (puc. 295, 6). Toni YC — menmiana piBHO-
OenpeHoro TpukyTHuka AYB, mpoBejeHa 10 OCHOBH,
a omke, YC 1 AB. IlpoBenemo moruny XCY.

3a 03HAKOI0 NEepHeHIUKYJIAPHOCTI mpAMOi
i mromuHNT (XCY)J_AB. Ajge nnommua XCY He
3b0iraerbcsa 3 O, i mpoxoauTs uepesd Touky C, 1110 Cy-
MePeYnuTh €ANHOCTI IJIONIMHU, KA IIPOXOAUTh uepes
IDaHy TOUYKY OPAMOI IepHeHAUKYJIAPHO A0 AAaHOI IIpA-
moi. OTiKe, KpiM TOYOK ILJIOIIUHU O, iHIIIUX TOYOK,
piBHOBimmamenux Bim A i B, y mpoctopi He icmye.
Teopemy moBenmeno. M
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3) l'eomeTpUYHUM MiCIIEM TOUOK IJIOIIWHU, IO Jie-

JKaTh ycepeanHi KyTa i1 piBHOBigmaJsieHi Bix iio-

ro CTOpiH, € OiceKTpuca mporo Kyra (puc. 296).

IIpocTopoBi aHasoru BOTO TBEPIYKEHHSA MOXK-

Ha OTpuUMAaATH [OBOMAa cliocobamMu — abo pos3B’sa3aTu

IIJIKOM aHaJIOTiuHy 3aJady B IPOCTOpi, abo I1ie i 3a-

MiHUTH KyT Ha IJIOIMWHI HA JBOTPAHHUU KYT y IIPO-
cTOopi.

Teopema (npo 2eoMempuyHe Micye mo4ok npocmopy,
piBHOBId0aNeHuUX Bi0 cmopiH 0aH020 Kyma)

leomeTpUYHUM micLlem TOUYOK NpOoCTOpY, piBHOBIAAG-

NeHUX BiA CTOPIH AGHOTO KyTa*, € NiBNMOWMHG, 9Ka:

1) micTuTtb 6bicekTpuCy UbOro KyTa;

2) € YACTUHOIO NJIOWMUHU, AKA NepneHAUKYNapHa
AO NIOWMHU KyTa i MIiCTUTbL Horo bicexTpucy:

3) obmexeHa NpAMOKO, WO MPOXOAUTL Yepe3 Bep-
WUHY KyTa NepneHAUKYNsSpHO AO NSOWUHU Aa-

HOro KyTa.
JoBedeHHs
[] Hexail y miowuHi O gaHO KYT A(a,b)
3 BepmuHoio C, mpoMminb [ — 7#oro OicekTpuca

(puc. 297, a). IlpoBememo uepe3 Tourky C mpaMmy c,
NePIeHANKYJIAPHY A0 IJIONWHU O, a depe3 ¢ i [
nposegemo mioruny f. Ockiabku ¢ Lo, ccf, To 3a
03HAKOI MepneHAuKYJIsapHocTi miomuH 3L o. Pos-
rasgHeMo miBmoniuey [ miomuau P, axa micTuTs [
i obmeskena mpsimoro ¢. JloBegemo, 1m0 B’ € mrykanum
T'MT.

3 BigmoBimgHOI TeopeMu ILTaHiMeTpii BUIIIHBAE,
10 BCi TOUKU mpoMeHs | Haje:xaTh mykanomy I'MT.
Posrisaemo noBisbHY Touky X miBmiomueau P, sKa
He HaJIeXKUTh mpomenio [ (puc. 297, 0).

* Tyt i gami ToMOBUMOCH, IO ()OPMYJIIOBAHHSA «TOYKAa, PiB-
HOBiJJaJleHa BiJ CTOPiH KyTa» O3HAUaTUMe: OCHOBU IIep-
NeHIUKYJIAPiB, IIPOBEJeHUX i3 AAHOI TOYKU OO0 NMPAMUX,
110 MiCTATH CTOPOHU KyTa, HAJEXKATh I[UM CTOPOHAM, a ca-
Mi mepneHAUKYJIAPU PiBHI MiK co6oio.

Puc. 296. 'eomerpuune
MicIle TOYOK TIJIOIIUHU,
piBHOBigmameHUX Bif
CTOPiH ZAaHOTO KyTa

Puc. 297. ITo noBeneHHs
TEeopeMU IIPO TeOMETPUYHE
MicIte TOYOK IPOCTOPY,
piBHOBimmameHUX Bif
CTOPiH ZaHOTO KyTa
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HoBememo, 1o Touka X piBHOBigmajsieHa Bixg mpomeHiB a i b.
IIposepemo y muiBmiomumui B’ nepmnengurynsp XT mo . Ockinb-
ku Plo, To 3a BiacTuBicTIO mepneHAUKYJIApHUX miomuH XT 1 o.
Hexaiti TA i TB — mepneHIUKYJIsSpU, IPOBeIeHi B IJOMIMHI O
go npamux a i b BigmoBigHo. Tomi 3a Teopemo IIPO TPU IEPIEHIUKY-
aapu XA la, XB1lb. Omxe, XA i XB — sBiacrani Big Touku X 10 a
i b BigmoBimHO. 3a BiacTuBicTIO OGicekTpucu KyTa Ha rrommuui TA =TB.
Tomi XA =XB, oCKiZIbKHU IIi Bifpi3KU € MOXUJIUMHU OO0 IJIOMIMHU O , AKi
MaroTh piBHI mpoekrii. Omxre, Oyab-sika Touka X miBmiaonuuu 3 piBHO-
BimmaseHa Bim a i b.

Hexaii Temep meska Touka Y piBHOBimmaJieHa Big mpaAMux a i b
i me nasmesxursh mismromiuai . Iposegemo YZ | a. Toxi Touka Z Taxkox
Oyme piBHOBimmaJsieHa Bim a i b, a oT:Ke, HaJle:KaTuMe IPOMeHIO [ (00TrpyH-
TyiiTe e camocTiituo). ¥ mromuHi [ mpoBemeMo yepes TOUKY Z HpAMY d,
HePIeHIUKYIAPHY A0 [. 3a BJIACTUBICTIO NMEPIEHANKYIAPHUX IIJIOIIUH
al o, Tooro nmpami a i YZ — paBi pisuHi npami, ki nepneHIUKYIAPHL 10
IJIOIIMHU O, 1 IPOXOIAATH Yepes TOUKY Z, II[0 HEMOJKJINBO. 3 OTPHUMAHOI
cymepeuHocTi Bumiausae, mo Y €f’. Teopemy moeemeno. ™

I moBefeHHS HACTYIIHOI'O TBEP/YKEHHA HAM 3HAJOOUTHCS IIe OHe
O3HAUEHHS — aHaJIOr MOHATTA OiCeKTPHCHU IJid ABOTPAHHOrO KyTa.

O3Hay4eHHs

BicekTopom ABOrpaHHOro KyTa HA3MBAETHCSA MIBMMOWMHA, SKa obmexe-
Ha pebpom AAHOrO KyTa i AiINUTL LeW KyT Ha ABa piBHi (3a rpaaycHoOO
MipO+O) ABOTPAHHI KYTW.

OueBugHO, 110 OicekTprca OyAb-AKOro JIiHiAHOrO KyTa ZAHOTO IBO-
TPAHHOTO KyTa HAJIeXKUTH HOro OiceKTopy.

IiticHo, Hexall TaHO ABOTPAHHWUI KyT 3 rpaHsamMu o i B Ta pe-
opom ¢, aco, bcPB, alc, blc. Togi Kyt mixk npomeHsvu a i b —
JiHIAHUN KyT HAHOTO ABOTpaHHOro Kyta (puc. 298, a).

. [erdat
DU NANEER VNN

Puc. 298. o o6rpyHTyBaHHA 100YyK0BU GicEKTOPA ABOIPDAHHOTO KyTa
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Posriiaaemo GicekTop mamoro kyra Yy i mp4a-
My d TOro IlepeTWHY 3 IIJIOI[MHOKI ITPOMEHiB a i b.
OCKiJIbKM 3a 03HAKOIO IIEePIeHINKYJIAPHOCTI IPAMOl
i maoMMHY mpsAMa ¢ MePHeHAUKYISAPHA J0 MJIOIIUHNI
mpomeHiB a i b, To ¢l d (puc. 298, 0).

Tomi xKyT Misk a i d € JiHIAHUM KyTOM ABO-
TPaHHOI'O KyTa 3 I'paHAMHU O. 1 Y, a KyT Mik mOpo-
MeHaMET b i d — niHIAHUM KyTOM ABOTPAHHOTO KyTa
3 rpausamu i 7. 3a osHaueHHsSM OiceKTOpa BOHU
piBHi, oT:Ke, mpomMiHb npaAmMoi d — OiceKTpuca KyTa
Mix a 1 b, AKa JeKUTh y IJIOIIWHI Y.

Takum uymHOM, OiCEKTOP MOYKHaA IIPOBECTU Ue-
pes pebpo ABOTPAHHOTO KyTa Ta OiceKTpucy OyIb-
SAKOr0o MOro JIiHiWHOrO KyTa.

Teopema (npo zeoMempuyHe Micye mo4ok npocmopy,
piBHOBIOOaneHuUX Bi0 2paHeli 0B0O2PAHHO20 Kyma)

lfeomeTpUyHUM MicLem TOYOK, piBHOBIAAANEHUX
BiA, rpaHell ABOTPAHHOTO KyTa*, € 6icekTop UbOro
KyTa.

JloBedeHHs

[] Hexait jamo ABOrpaHHUM KYT i3 rpaHaMu o
i B Ta pebpom c¢; y — ioro Gicekrop (puc. 299, a).

OCKiJBbKY IpsAMAa ¢ € CHiIBHOIO AJIA IIJIOIITHNH O
i B, To Bci TOUKM mpsAMOI ¢ MOKHA BBasKaTW PiBHO-
Bigmamenumu Big o i B. Hosememo, 110 [oBiibHA
Touka X IJIOIIWHU Y, AKa He HaJEXUTL NPAMii c,
piBroBigmamena Bix oo i . Hexait A, B i C — ocuo-
BU IIEPIEeHINKYJIAPiIB, mpoBeaeHUX i3 Toukm X 10
miomuH ¢ i B Ta mpamoi ¢ Bimmosimmo. Toxi sa
Teopemoio po Tpu neprneaauryaapu AC Lc, BC Lc.
3 1mporo BUILIMBaeE, 1o Bigpiskum AC, BC i XC je-

* Tyt i gami ToMOBUMOCH, IO ()OPMYJIIOBAHHSA «TOYKAa, PiB-
HOBiJJaJIeHa Bij rpaHeil ABOrPaHHOTO KyTa» O3HAUATUMe:
OCHOBU NEPIEHAUKYJIAPiB, IPOBEJEHUX i3 JAHOI TOUKU IO
ILJIOIIUH, II[0 MiCTATH I'PaHi KyTa, HajJeXaTh UM I'DAHAM,
a caMi mepneHIUKYJIAPU PiBHI MisK coboro.

Puc. 299. o noBeneHHs
TEOpPeMH IIPO reOMeTPUUHEe
MicIle TOUOK,
piBHOBimmameHUX Bix
rpaHell TBOTPAHHOTO KyTa
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KaTh y miaomuHi ACB, TeprneHAUKYJIAPHiN M0 mpAMOI ¢, IpuyoMy 3a
o3HaueHHAM OicexTopa mpomims CX — OicekTpuca Kyta ACB. 3Bincu 3a
BJIACTHBIiCcTIO OicekTpumcu Kyta Ha mmomuHi AX = BX, To6To Oyab-AKa
rouxka X Gicexkropa Y piBHOBigmasena Bim o i P.

Hexaii Tenep mesika Touka Y piBHoBigmasena Bim o i . IIpoBememo
nepunesauKyasapu YN, YM i YD mpo miomus o i B Ta mpamoi ¢ BiamosigHO
(puc. 299, 6). 3a TeopeMoo mpo Tpu meprneHauKyaapu ND Lc, MD lc.
Omxe, YN, YM i YD nexxarb y miaomuai NDM, meprneHIuKyJIIpHii 10
mpamoi ¢, mpuuomy YN =YM. Orke, y mimomuai NDM touka Y piBHO-
Bigmasena Bim DM i DN, a tomy DY — Oicekrpuca kyra NDM, axuin
3a OBHAUEHHAM € JIHIHHMM KYTOM OAHOTO IBOTPAHHOTO KyTa. 3Bimcu
DY cv, a sokpema, Y €y. Teopemy nosenmeno. ™

Posrnamemo Temep mekiabka 3amau Ha 3HaxomxenHa I'MT,
HOB’SI3aHUX i3 MapaJeJbHUMU ILIONIMHAMN Ta MUMOOLKHUMU IIPAMUMU.

& 3aaava

3HaMAITL reoMeTpUUHe Miclle TOUOK, piBHOBiAAane-
HUX BiA ABOX AGHUX NApanesibHUX MMOLWUH.

Ak MU BXe 6auMnU nia Yac AOBeAeHHs TeopeMm,
nepen nouatkom posrnagy MT y npocTtopi kopucHo
NpUragaT¥ aHamnoriyHy cUTyauito Ha NNOWMHI. 8K Biao-

b . : . .
MO, HG MNOWMHI reomeTpudHe Mmiclie TOYOK, piBHOBIA-
AGSIeHUX BiA ABOX NaApanenbHUX npamux a i b, — ue

Puc. 300 npama /, napanesibHa AGHUM MpPSMUM i piBHOBIAAANEHA

BiA Hux (puc. 300).

Cnpobyemo BiATBOPUTU QHANOTiYHY CUTYyaLirO B NpO-
cTopi.

Po3ge'azaHHa

TTposeaemo npamy I, nepneHAUKYNApHY A0 AGHWUX
NNOWMH o i B; Hexal | nepeTuHae ix y Toukax A
i B BianosigHo (puc. 301, a). Yepes cepeauHy Biapis-
Ka AB — TOouky C — nposesemo NNOWMUHY vy, napa-
NenbHy nnowuHam o i B. OuesumaHo, wo y.L/[. [o-
Bedemo, Wo nobyaosaHa NMoWMHA y € wykaHum TMT.

OuesuaHo, Wo Touka C pisHOBiAAaANieHa BiA o i P.
PosrnsHemo B nnowuHi y AOBINbHY TOYKy X, aKa He
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36iraeTbcs 3 Toukoro C. TTposeaemo Yepes Touky X npamy m, napanesneHy / (puc. 301, 6).
Hexali BoHa nepeTuHae o i B B Toukax A; i B; BianosiaHo. Ockinbku | Lo, mill,
oflyliB, o mLlo, mLlB, mLly, a XA; i XB; — BiacTaHi Big Toukn X Ao nno-
wuH o i P sianosiaHo. Y nnowwmHi napanesbHUX ApamMux | i m YOTUPUKYTHU-
kM AAXC i CXBB — npamoKyTHUKM 3a O3HayeHHam, oTxe, A;X=AC=CB=XB;.
Takum YmHOM, byab-aKa Touka X MMAOWMHU y HANeXUTb WyKaHomy FMT.

Hexali Tenep Aeska Touka Y pisHoBiaAaneHa BiA o i B, Y¢y. Tlposeaemo uepes
TOYKY Y npsmy n, ska nepreHAUKYSsipHa A0 AGHUX MNOWMWH i nepeTUHAe Nnolm-
Hy o B Touui K, nnowuHy B — y Touui M, a naowmuHy y — y Touui L. Moxnusi
[lBa OCHOBHI BUNAAKU (pelwTa iM aHANOTiYHi).

Y sunaaky, noaaHomy Ha puc. 301, 8, YK i YM e siactaHamum Big ¥ ao o i B
gianosigHo, ane YK<YM. Y sunaaky, noaaHomy Ha puc. 301, r, YK=YM, ane 3a po-
seaeHUm KL=LM. Otxe, Y 36iraetbca 3 L, Y ey, WO cynepeumTb NpUnyLleHHO npo
Te, wo Yevy.
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Puc. 301

BiaTak, NobyAoBaHA NNOWMHAG y € FEOMETPUYHUM MiCLieM TOYOK, piBHOBIAAANEHUX
Bifi NapanenbHUx niowuH o i B.

I posB’a3yBaHHsA Oararbox 3ajay, MOB’A3aHUX i3 MUMOOIKHUMU IPAMU-
MHu, 30Kpema 3agau Ha Bimmyxkanus 'MT, BUKOPHCTOBYETHCS 3B’A30K MiK JaHU-
MU OPAMUMHU i IPOBEIEHNMU Uepes HUX IIapajieIbHIMHU ILJIOI[MHAMM: yepes IBi
JaHi MEMOOLMKHI IpsiMi MOYKHA IIPOBECTH BiAIIOBiAHO ABI mapaJjebHi ILJIOIINHH,
i Taka mapa momuH enmHa (auB. m. 5.1). IBi HacTymHi 3amadi MOKa3yioTh, IK
BUKOPHCTOBYETHCA Ilell 3B’A30K MPAMUX i IJIOMIMH mifg uac mociaimxenns I'MT.
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ﬁ 3aaaua

3HaWAITL FreoMeTpUYHe Miclle CepeAuH BiApisKiB, KiHUI SKUX HanexaTb ABOM AGHUM
napanesibBHUM MIOWUHAM.

Po3s'asaHHa

Hexali aaHo napanenbHi nnowumHW o i B. PosrnaHemo AoBiNbHI Touku Aca,
BefP, a Takox cepeAuHy Biapiska AB — Touky C. TTpoBesemo yepe3 Touky € nnowm-
Hy v, napanenbHy nnowuHam o i B (puc. 302, a). Noseaemo, WO NNOWMUHA Y € LWy-
KaHUM TMT.

OuesuaHo, Wo Touka € HanexuTb WykaHomy FMT. PosrnaHemo aosinbHy TOuky X
NIOWUHU Y, aKa He 36iraeTbcsa 3 Toukoro C (puc. 302, 6). Skwo D — Touka nepeTuHy
npomeHs AX 3 nnowuHoro B, To npami CX i BD nexatb B 0AHIA nnowuHi BAD i He
MaroTb CRiMbHUX TOYOK, Ockinbku Y||B, CXcvy, BDcP. 3siacu CX||BD. Ane AC=BC
3a nobyaoBoro, oTxe, 3a Teopemoro @aneca AX=XD. Tomy 6yab-aka Touka X nno-
WUHU Y HaNeXxuTb WwykaHomy TMT.

Hexalh Tenep neska Touka Y € cepeAWHOO BiApi3KA 3 KiHLUSMWU Ha NUIOWMHAX O
i B. dkwo Toukm Y i C 36iraroTbca, To Yey. IHakwe moxnuei Aea Bunaaku (pewTa
M GHAMOrIYHI).

Y Bunaaky, noaaHomy Ha puc. 302, B, BiApi3ok CY € cepeAHbORO NiHIEKD TPUKYTHU-
ka ABE, a Tomy napafienlbHUMi MOro OCHOBI, a OTXe, NapanesibHUii NowuHam o i B
Ta NpoxoauTb Yepes Touky C. Tomy CY cvy, 30kpema Yevy.

@QP
D@k W G &5 D

Puc. 302

Y Bunaaky, noaaHomy Ha puc. 302, r, Touka Y e cepeauHoro siapiska MN, Mea,
NeB. Hexait K — cepeauHa siapiska AN. Toai 3riaHo 3 nonepeaHim sunaakom Kevy.
OTxe, 3HOBY, 3 ypaxyBaHHam fosefeHoro 3a puc. 302, 8, Yevy.
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HopaTtok 2

3aaaua
3HaNAiITL reomeTpUYHe Miclle cepeAuH BifpisKiB, KiHLi
SKUX NexaTb Ha ABOX AGHUX MUMOBIXHUX MPpamuX.

Po3g'azaHHs

TTobyayemo napanienbHi AAOWMHU o i B, sKi mic-
TATb AaHi npami a i b sianosigHo. Hexali Aeca, Beb,
C — cepeauHa Biapiska AB, nnowuHa Y mictutb C i na-
panenbHa nnowmuHam o i B (puc. 303, a). Josenemo,
wo y € wykaHum TMT.

Crnoyatky foBeAemo, WO KOXHa Touka X MAOWUHU y
€ CepelAUHONO BiApi3Ka 3 KiHUSMU Ha npsmux a i b, TTo-
6yAyemo NIOWMHY §, aKa NpoXoauTb Yepe3 npsamy b
i Touky X (puc. 303, 6). Ockinbku o/, TO BOHa ne-
peTMHAe NMOWUHY o Mo npamii b’, napanenbHiid b.
Tomy b’ nepetuHae a B peskiti Touui T. Y nnowuHi 3
npama TX nepetuHae npsamy b’. Tomy BOHa nepeTuHae
napanenbHy npsamiii b npamy b’ y peskiti touui R. 3a
AOBeAeHUM CcepeAMHa BiApizka TR HaNexuTb NMOWUHI vy,
a oTxe, 36iraetbca 3 X.

Hexaii peska Touka Y € cepeAuHONO BiApi3Ka 3 KiHLS-
MU Ha npamux a i b. Toai BOHa € cepeAuWHOKO BiApi3Ka
3 KiIHUSMKW Ha o i B, a oTxe, 3a pe3ynbTaTtamu, oTpuUma-
HUMK B nonepeAHilt 3aaavi, Yev.

HecknaaHo nokasatu, Wo nobyaoBaHWM y npoueci
po3B'A3yBaHHA BiApi3ok TR ana Touku X € eanHUm (no-
BeAiTb Lie CAMOCTINHO).

TTia Yac po3s'a3yBaHHS AGHOT 344a4i MU CKOPUCTANUCS
TAKUM BAXJIUBUM MIpKYBAHHAM: aKWO irypa F € reo-
METPUYHUM MiCLieM TOYOK, SKi 30A0BOSbHAOTL ymoBy P,
a Tpeba 3HAUTU reomeTpu4He Miclie TOYOK, AKi 3a40-
BOJbHAOTL AeKinbka ymoB, 30kpema P, 1o wykaHe TMT
€ abo iryporo F, abo i1 YacTuHOrO (BUAINITL CAMOCTINHO
ymosy P Tta @irypy F Ans WoHO po3rnaHyTol 3aAaui).

ﬂ
e
SIas

Ko

S

Puc. 303
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Hopatku

3B’I30K MiK MUMOOIKHUMU IIPAMUMU Ta IIapoi0 HapaJjejbHUX ILJIO0-
IIUH, 110 iX MicTATH, cTae y MPUTOAL M MiJ yac po3B’A3yBaHHS 3a7ad Ha

mo0yIoBY.
3anaua &

HaHo muMobixHi npami a i b Ta Touky X. Sk nobyaysatu npamy, aka mictutb X Ta
nepetuHae a i b? Yu 3aBXAU Le MOXNUBO? 3HAMAITL KiNbKICTb TAKUX MPAMUX 3aNEXHO
Bifl MOJIOXEHHS TOYKU X.

Posg'asaHHa

TTobyayemo napanenbHi NAOWMHU o i B, AKi MicTaTb npsami a i b sianosiaHo.
MoxnuBsi Tpyu BUNAAKU pO3MillieHHs TOUKU X BIAHOCHO AGHUX MPAMUX | MNOLWUH: TOYKA
JIeXUTb Ha Npamin a abo Ha npamin b, y nnowuHi o abo B nnowwuHi B (ane He Ha-
NleXUTb aHi Npamii a, aHi nNpamii b) i nosa naowuHamm o i B.

Y Bunaaky, noaaHomy Ha puc. 304, a, Touka X HanexuTb OAHIM i3 AAHUX MUMOGiX-
HUX npsmux. Toai yepe3s X i 6yAb-aKy TOUKY ApYroi MpsMOi MOXHA NPOBECTU LIYKAHY
npsamy. OTxe, TAKUX mnpamux 6esniu.

Y Bunaaky, nogaHomy Ha puc. 304, 6, Touka X He HANeXUTb AAHUM MPSMUM, ane
HanexuTb OAHIM i3 NAowmMH o abo B. Tomy lWyKaHa Npsma, ABi TOYKU AKOI HASlexaTb
OAHIM i3 NNowMH o abo B, TAKOX MAe HANexaTu Ui NNOWmUHi i He 6yae nepeTUHATU
OfHY 3 npsmux a abo b. OTxe, WYKAHUX MPAMUX — XOAHOI.

PosrnaHemo Bunapok, noaaHuii Ha puc. 304, B, konu Xe¢o, X¢B.

l

DD EERD
--- <

a B r
Puc. 304

AHanis

Hexaii | — wykaHa npama. Toai BOHG HaNeXuTb NMOWMUHI vy, aKa NPOXOAUTL Yepe3
Touky X Ta npsmy b.
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HopaTtok 2

TTo6ynosa
TTobyayemo MNOWMUHY v, SKa NPOXoAuUTb Yepe3 npsmy b i Touky X. Hexalt y nepe-
TUHAE o NO AesKilki nNpamin b’, napanenbHiti b. Ockinbku npami a i b MUMOGIXHI, To
b’ nepeTuHae a B peskili Touui A. Byayemo npamy AX (puc. 304, r).

LoseneHHs
TTnowuHa y nepeTMHae NNOWMHY B Mo Npamik b, a TOMy NepeTUHAE i NMOWUHY o,
napanenbHy B. Y nnowuHi y npama AX nepeTuHae npamy b’, a Tomy i napafienbHy
M npamy b (Hexali Toukoro nepetuHy AX i b € Touka B). TIpama AB nepetuHae a i b
Ta NpoxoAuTb Yepes X, a OTXe, € LYKAHOKO.

HocnipxeHHs

Ockinbku X ¢o, X¢B, 1o onucaHa nobyaoea 3aexau moxnuea. [Joseaemo, Wwo no-
6yaosaHa npama AB € eAuHORO, gKa BIAMOBIAGE YMOBI 3afavi. Hexali icHye npama /I,
BiAMiHHa BiA /, aKa 3a40BOJSIbHAE yMOBY 3aaauvi. Toai npama I’ npoxoauTb Yepes
TOuky X i AedKy TOYKY MpaMoi b, a TOMy nexuTtb y NAOWMHI Y. Ane x npama [’
MA€e NepeTUHATU MpSMy a, @ TOYKA MepeTUHYy — Lie TOYKA, WO JNeXUTb Y MMOWUHI Y
Ha npamiti a. OTxe, Ue Touka A. Takum UMHOM, npama I’ 36iraeTbca 3 npamoro AX,
a oTxe, i 3 npamoro AB.

I HapeluTi, NpOINFOCTPYEMO MeETOA FeOMEeTPUYHUX MiCLib Y MpPOCTOpi: AKIO reome-
TPUYHUM MicLieM TOYOK, SiKi 3aA0BOMbHAOTL YMOBY P;, € pirypa F;, a reomeTpuyHum
MicLiem TOYOK, gKi 3aA0BOJSIbHAFOTL YMOBY P,, € irypa F,, To reomeTpuuHum micliem
TOYOK, AKi 3a40BOJIbHAFOTL 06UABI ymoBu P; Ta P,, € cninbHa YacTuHa giryp F i F.

3aaava
Ona paHoT nipamian, ocHOBA AKOI — MHOTOKYTHWK, BMUCAHWI Y KOMO, 3HAMUAITL
reomeTpuyHe Miclie TOYOK, piBHOBIAAGNEHUX Bif YCiX BeplUUH Mipamiau.

Po3s'asaHHa
SK BIAOMO, FreOMETPUYHUM MiCLieM TOYOK, piBHOBIAAANEHUX Bif BepLUMH BMIUCAHOTO
MHOTOKYTHUKa, € npsama [, SKa NPOXOAUTb Yepes LieHTP OMUCAHOTO KOJia MeprneHAMKY-
NApHO A0 NIOWMUHU MHOTOKYTHUKA. 3a AOBEAEHUM, FeOMETPUYHUM MiCLieM TOYOK, piB-
HOBIAAGNEHUX BiA ABOX AGHWUX TOYOK, € MNOWMHA O, SKA NPOXOAUTL Yepe3 cepeAuHy
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Hopatku

BiApi3KA 3 KiHUSMU B AGHUX TOYKAX MepneHAUKYNSapHO
8o uboro Biapiska. OTxe, WYKAHI TOYKU MArOTb Nexatu
K Ha npamin [, Tak i B NMOWMHI o, 9Ka NPOXOAUTb
nepneHAuKynapHo Ao pebpa AS i AinuTbL Moro Haenin
(puc. 305).

OckKinbku npsama AS He nexutb y nnowmHi ABC i He
napanesibHa Ui NAOWMHI, To Npama | i nnowmHa o
nepeTuHaroTbea B Aeskiti Touui O. Touka O pisHoBiAAA-
NeHa BiA BepwuH S, A, B, C, .. i € €AUHOKO LWYKAHOO
TOYKOHO.

3HanaeHa Touka O € LEHTPOM cpepi, sIka NPOXOAUTD

Yepes3 yci BeplUHU Nipamiau (Taky cgpepy Ha3UBAFOTb OMU-
CaHoro Haekono nipamiaun), OS=0A=0B=0C=...=R,
Ae R — paaiyc coepu. Puc. 305

Ha 3aBepiileHHA IIPOIOHYEMO 3aCTOCYBATH IMOMHO OIMCaHi imel
Ta METOAM IJIsA PO3B’A3yBAaHHS TAaKUX 3amad.

1. ¥V mpocTopi 3HaAWIIiTL reoMeTpUUYHE MicClle TOUOK, PiBHOBimgaIeHUX
Bil ABOX JaHUX MNPAMUX, IO IEePETHUHAIOTHC.

2. Y mpocropi 3HaiAITH reOMeTPHUYHE Miclle TOYOK, PiBHOBiIaIeHIX
BiJl IBOX MaHUX TJIOIIWH, IO MEPETHHAIOTHCS.

3. Tpu mpsami momapHo MuMoGikHi. JloBemiTsh, 110 icHye 6esiiu mps-
MUX, AKi IIepeTHHAIOTH yCi Tpu maHi mpaMmi.

4. Tpu npami momapuao MumMoOikuHi. [{oBexiTh, 10 icHye emuHUil ma-
paJjeJerrinen, Tpu pedpa SKOro Je)KaTh Ha JAaHUX IPAMHUX.

5. 3HangiTL TeoMeTPUUHE MiCIle TOUOK, PiBHOBiImAJIeHUX BiJ rpaHen

pebpa piBHi.
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BIAMOBIAI

Po30in |
n(n—l)

21. 6. 22. 4. 23. 11 cm a6o 5 cm. 24. 8 cm. 26. a) KC; 6) AC; B) AD. 30. 3; 6; 2

31. 90° a6o 30° ui. 68. 24 cm?. 78. 8 cm.
TectoBe 3aBpaHHA ana camonepesipkm Ne 1. 1. A. 2. T. 3. T. 4. B. 5. B. 6. B.

Po30in Il

95. a) MumobixkHi a6o mepeTwmHaOThCA; 0) MHUMOOIKHI ab0 NepeTHHAITHCA.
101. a) a|lb; 6) mumoGikHi abo mnepermmatorbca. 102. Hi. 104. a) MN| BC;
6) 20 cm2. 105. 6) 6 cm, 8 cm, 10 cm. 106. a) 8 cm; 6) 12 cm; B) 8 cm. 107. fIxmo He mepe-
TuHae — 8 cM, aimio neperuHae — 2 cMm. 109. Mumo6bixkui. 110. Brasiexa. Yraszaui Big-
pisKM, y3ATi momapHO, € AiaroHanAMHU Tphox mapaJenorpamis. 112. a) 12 cm; 6) a+c—b.
Brasieka. 3naiifite mnoBKuHY Bigpiska OO, . 113. a) 16 cm; 6) a+c. Brasierxa. Yepes
rourky O mepeTwHy miaroHajeil mapaJiesorpama nposefits npsmy OO,, mapaJiesbHy AaHUM
IPAMUM (OO1 ﬂoc:Ol) i sHaiizaite goBxkuHy Bigpiska OO, . 114. 9 cm. 130. ITapanensHi a6o
nepernHaoTheda. 135. 6) 6 cm. 136. 6) 15 cm. 139. Brasisra. o 1aHOrO TBEPAKEHHS CJIi[
nojatu «abo JIeKNTHL B OfHiM i3 Hux». 143. Brasieka. J{oBemiTsh BiJ CyIpPOTHUBHOIO, IO IPSA-
Ma ¢ IepeTHHAE ILIOMUHY B, a mpama b — mromuay o. 144. Ilapanenorpam. 152. Ilpama,
fAKa IPOXOAUTEL depe3 ToukKy M i mapaiensHa croporam BC i AD. 153. 12 cm, 15 ecm i 21 cm.
177. Konu maHa TouKa JeKHUTh y IJIOMMHI gaHux npamux. 178. a) 16 cm; 6) 10 ecm i 5 cMm.
179. 64 cm?. 181. 12 cm. 186. a) Hi; 6) Tak. 187. SIxkmo npawmi a i b mepernHaiOTHCA.
188. Ilapanensra o. 189. Brasiexa. IIpoBeniTs uepes Touky O HOBiIBLHY IpPAMY, AKa Iepe-
TuHae o i B, i KoBexiTh NOAIGHICTH TPUKYTHUKIB, 110 yTBOpUaNCA (ZuB. puc. 81). 194. Hi.
196. 21 cm i 28 cm abo 3 cm i 4 cm. Brasiéxa. PosrnaHbTe pisHI BUIAAKU B3a€MHOIO
po3MiIlieHHA Ha NpAMil Todok A, A, i A,. 197. Bxasisexa. IIpoBenits uepes npami a i b
nomuay, napasensui y. 198. fAxmo aNb=M, to myranow € npama CM; axmo allb,
TO IIyKaHa IpAMa IPOXOAUTEL depesd Touky C mapajenbHo mpamuMm a i b. 217. 9 cm.
218. 18 cm. 220. Brasiseka. IloOyayiiTe ToukM, cuMeTpuuHi Toukam A’ i B’ BigHOCHO
roukn O’. 221. Brasiexa. lllykanauii giamMeTp NPOXOZUTHL uYepe3 cepefuHy xopau A’B’.
222. Brxasieka. lllykaHuil IepneHANKYIAD NapajielbHAM Me[iaHi, IpoBemeHill i3 Beprim-
U B’.224. Brasiexa. CepefuHHi MepIeHIUKYIAPU A0 ABOX CTOPiH TPUKYTHUKA IIapaJiesb
Hi manum Bucortam. 225. Brasieka. [loBeniTh, 10 IIyKaHa BUCOTA IIPOXOJUTH Uepes cepe-
OuHY cTopoHH pomba. 226. Brasiska. JliameTp Koja IPOXOAUTHL Yepes CepefrHH IBOX Ia-
panenbHUX xo0pA. 227. Brasiexa. Bifpizok, IMo cloiydae cepefUMHM OCHOB piBHOOGIUHOL
Tpamenii, € ii Bucororo. 228. Brasieka. lllykana npamMa MPOXOAUTD YePe3 TOUKY MEPETHHY
npamux AC i A’C’ ta Touky meperuny npamux AB i A’B’. 236. Brkasiska. Jlosenits, o
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Bipnosini

AD:DC=2:1. 237. Brasiserxa. [loBefiTh, 0 BUCOTA TPUKYTHUKA JiJIUTH TilIOTEHY3y y Bi-
HomenHi 4:9. 238. Brasiexa. Yepes Touky D i ofHY 3 BepHIMH TPUKYTHHUKA IPOBEIiTH
BiZIpi3OK [0 MEpPeTHHY 3 MPOTUJIEHKHOI CTOPOHOIO i MOOYAyiiTe MPOEKIilo IIbOro Bigpiska Ha
mwromunry o. 239. 90° a6o 20° Tak.

TectoBe 3aBpaHHA ana camonepesipkm N2 2. 1. A. 2. B. 3. B. 4. B. 5. A. 6. B.

242. TapanensbHo JiHiI nepeturny gamux miromud. 244. 12 cwm.

245. a) Hi; 6) rax. 246. Hi. 250. Brasisrxa. OcHoBa IIyKaHoi

OiceKTpucH OiJIUTH 300pa’KeHHS TPeThOol CTOPOHHU Y BiJHOIIIEH-

Hi 2:3. 253. Brasisxa. IIlpoBeniTh AOBiJbHY IJIOHIUHY, AKa He

MIPOXOAUTH Uepes HaHy TOUKY, i moOyAyiiTe B I[ifi IJIOIIWHI KO-

go. Ilykani mpami DpoxXogAaTh 4Yepes AaHy TOYKY U TPU TOUYKU

kona (puc. 306). 260. Ilapanemorpam. 263. OgHa; HEMOXKJIUEO.

266. Brasiexa. OgHa 3 giaroHaJjeil KBajgpaTa MiJUTh HaBIil

OyIb-AKY XOpAY, MapaJieJbHy Apyrii miaromasai. Otikxe, 3o0pa- Puc. 306
JKEeHHA [IBOX IEePIeHIUKYIAPHUX AiaMeTpiB Koja (CIpssKeHi mia-

a+b+c

3
268. 43 cm. Brasieka. IloBefiTh, IO IEHTP OMMCAHOTO KOJAa

MeTpH eJilica) MalOTh TaKy caMy BJiacTubicTb. 267.

IiIUTH BUCOTY TPUKYTHMKA, IIPOBeleHy [0 OCHOBH, y BigHOIIEH-
Hi 7:25, nmoumuaroun Bif ocHoBu TpukyTHukKa. 269. Brasiska.
Hexait ABC — 300paKeHHA NaHOrO TPUKyTHHKa, ABC — 30-
Opa’keHHsA NIPaBUIBLHOIO TPUKYTHHKA, B, ¢(ABC) (puc. 307).
VHaCIiOK HapaJesbHOrO IPOEKIi0BAHHS B HAIPAMKY BB Meni-

aHu TpuKyTHUKa AB,C mepeiifyTh y Mepianu TpukyTHuka ABC,
a TOYKa IepeTHHY Z, MeJiaH TpukyTHukKa ABC — y TOUKy

Puc. 307

nepetuny Z menian tTpukyTHura ABC.

Po30in 1Nl
284. a) 90°; 6) 45% B) 60°; 1) 0°. 286. a) 44/29 cm; 6) 13 cm. 287. 8.3 cm?. 288. a) 30° a6o
2
50°; 6) 50° a6o 10°. 289. aT. Brasiska. [loBenits, mo Biapisok DE € MemiaHOW i BUCOTOO

3 2
rpurkyTHuKiB ADP i BEC. 290. o a6o 180°—a. 291. a) 60° 6) %; B) \/; 292. 60°.

293. 90°. Brasiska. [loBenits, mo cepenunu Binapiskis BC, CD, AD i AB ¢ BepmInHAMY IIPSA-
mokyTHnKa. 294. 60°. Brasisrka. 3acTocyiiTe TeopeMy KOCUHYCIB y TPUKYTHHUKY 3 BepIIUHA-

a2

4

MU B cepenuHax Binpiskis AD, BC i AB. 313. IIpamokytauii; 8 cm. 314. 25 cm. 319.
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Bignosiai

320. a?. 322. 13 cm. 323. 9 cm. 324. 8 cm. 325. 36 cm. 328. Brasisxa. JloBeniTs, mjo

CD L (MAD). 329. Brasiexa. Idosenits, mo BD L(MAC). 330. ILnomuny, sKa mepres-

IUKYJIApHA 70 a i mpoxoguth uepes Toury A. 331. Jb®+d®—c® . 332. Brasiexa. 3 no-
BiJIbHOI TOUKM IPAMOI @ IPOBENITH MPAMY €, NePHEHAMKYIAPHY no b. Ilnommua mpamwmx
a i ¢ nepnergukyaapaa go b. 333. 40°. Bxkasiexa. JloBenits, mo TpukyTHuK ABC piBHO-
6enperuii 3 ocaoBoro AC. 334. 10 cm. Brasiexa. Iosexmits, mo / ACB=90°. 335. 7 cm.
336. 11 cm abo 25 cm. 347. a) 4 cm; 6) 12V3 cM, 24 cm; B) 9 cm, 12 cm. 348. a) 42 cM;
6) 4 cv. 349. 8 cm. 350. 943 cm. 351. 24 cm. 352. 13 em. 354. 0,5d. 355. 8 cm. 356. 9
em. 357. 12 em. 358. a i d a6o b i c. 359. 8,5 cm. Brasierxa. YpaxyiiTe, IO IepIIa CTO-

pirka Tomy 1 € manbamxqow mo tomy 2. 360. 25 m. 361. 15 cm. 363. 6 cm. 364. 25 cm.
365. 13 cm. 366. 120° 368. 12 cm. 369. 65 cm. 370. 13 cm. 371. 432 cm?. 372. 25 cm.

6
374. 12 cm. 375. arcsin%. 377. 12 cm. Brasiska. [{oBemiTh, 0 OCHOBA ITYKAHOTO IIEPIEH-

IUKYJISApa € cepeJUHOI0 0iabinoi ocHoBU Tpamernii. 378. 10 cm. 379. 1152 cm?. 380. 216 cm?
a6o 184319 cm?. 381. 6 cm. 383. a) Ilnomuna, mapajeabHa JaHUM OPAMUM i PiBHOBifA-
JajeHa Bij Hux; 0) ILIOIIWHA, HapajieibHA AAHUM ILJIOIIMHAM i piBHOBijgmaseHa Bixg HUX.
384. Ilnomuua, mapajeilbHa o i piBHOBigmameHna Bigm A i o. 385. Ilmomuna, mapajensb-
Ha JaHUM ILIOI[MHAM i piBHOBigganena Bix mux. 386. 12 cm. 387. 6 cm. 396. a) 10 cm;
6) 10 cm. 399. 12 cm. 400. 144 cm? 401. C. 402. C. 404. 25 cm. 405. 1243 cm2.
406. 10 cm, 2441 cm. 407. 3 cm. 409. 16 cw. 410. 5 cm. 411. 200 cm?. 412. 16 cm.

414. 5 cm. 415. 9 em. 416. 5 cm. 417. 8 cm. 418. %csinZ(x. 433. a) 6 cm; 6) Ising.

434. =17,43 wm. 435. Tak. 436. a) 45° 6) 45° 437. a) 30% 6) 9V2 cm. 440. a) 16 cm;
6) 6 cm. 441. 60°. 442. 25 cm. 443, 60°. 444, Hi. 445. Hi.

446. IIpama IInomuua KyT, mo Bumiproerscs Beanunna Kyta
MA ABC MAB 45°
MD ABC MDB arctg%
AC MBD = 90°
AB MBD ABD 30°
BC MBA CBA 60°
AM MBD AMD arcsin%
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Bipnosini

447. IIpama IInomuna KyT, mio Bumiproerscsa Beanunna Kyra
MC ABC MCB 45°
MD ABC MDB arcthz
MO ABC MOB arctg2
AD MBD ADO 45°
CD MBC — 90°
AM MBD AMO 30°

448. J61 cw. 449. 5 cu. 451. 3VT . 452. 30° i arcsin%. 454. 19 cw. 455. 60°.

456. 45°. 457. 7 cm. 458. 45°, 459, 45°, 460. Brasierxa. 3HaiigiTh TouKy nepeTuny F mps-
Moi AB 3 pe6poM KyTa; IIyKaHa TOUYKa € nepeTuHoM npamux FC i a. 467. 60°. 462. 10 cm.
463. 12 cm. 465. 26 cm. Brasiexa. Hexatt MA=1 cm, MB=22 cm, MC — mykKaHa Bif-
cranb. Toxi worupukytauk MACB € BOucaHUM y Koa0, / AMB=120°, MC — giamerp Koia,
AKUM MO)KHA 3HAWTH 3 TPUKYTHHKA AMB 3a momomororo Teopemu curycis. 466. Hi; Tax.

467. 30° 90°. 483. 30°, 45°. 484. a) 17 cm; 6) 32 cm; B) 16 cm i 15 cm. 485. 6\/5 cM,
643 cm. 486. 6) 30 cm. 487. a) 10 cv; 6) 646 cm. 488. a) 1042 cm; 6) 1042 cm.

495. 13 cm. 496. 16 cm i 30 cm. 497. 6 cm. 498. 10 cm. 500. IIBi MIOIIUHEY, AKi IPOXOAATH
uepes OiCEKTPUCHU KYTiB, YTBOPEHUX JAHUMU IPAMUMU, i TEPIEHAUKYJIAPHI 1O IIIOIUHY Ia-
anx npavmux. 501. Ilromuna, AKa HepIeHAUKYIAPHA 0 nnor_\r}gm/l IaHOTO KyTa i IPOXOJUTH

242
uepes ioro GicekTpucy. 502. 20 cm. 503. /337 cm. 504.

cM. Brasiska. Hexait D —

cepequHa cropoHu AB. JloBefiTh NMepHeHAUKYIApPHicCTs miomun APB i POD. 505. 12 cm.
Brasiexa. Hexait M — cepenuna croponu BC. [loBeniTh mepneHANKYIAPHiCTh miomiud ABC

2
i ADM. 507. 90°. 515. a) 168 cm2; 6) 50 cm?. 516. 30°. 517. 60°. 518. a) 1; 6) g; B) 1.

o

d*tg—

g 2
8cosq

519. a) 30°; 6) 45°. 520. a) 32 cm?; 6) 16 cm2. 521. =65,47 m2. 522. 432 cm?. 523.

524. 60°. Brasiexa. [loBefiTh, IO MeHIIA AiaroHaJb poMba IapajenbHa ILJIOIIWHI KBa-

a2 . . . o
npata. 525. 30°. 526. ——. Brasiéxa. JloBefiTh, IO CHiJIbHANM NEePHEeHAUKYIAD NAHUX

2
b s
2’) 6

pebep cmosydae ixHi cepegunau. 527. a) . 528. 60°. Brasiskxa. [{oBemiTsb, 110
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Bignosigi

3
IIpoeKIlia naHoi Tpamerii — piBHOGiuHa Tpamermia. 529. arccosT. Brasisxa. JloBeniTs,

1[0 CTOPOHA IPAaBMJIBHOI'O TPUKYTHHUKA AOPiBHIOE TimoTenysi mpsamoryrtHoro. 530. 24 cwm.
Brasieka. CripoeKkTyiiTe maHi mpsaMi Ha IJONMHY JIHIMHOTO KyTa ABOTPAHHOTO KyTa MisK
a2

2

JaHUMH IJOIIMHAMHU, AKa IPOXOAUTHL uepes OfHY 3 TouoK A a6o B. 531. 12 cm. 532.

Brasiexa. Cropoexryiite nami mpami Ha mromury CBC,. 533. OproroHambHa IpPOEKIid
npsamMoi | Ha IJIOIUHY O .

TectoBe 3aBaaHHA ana camonepesipku Ne 3. 1. B. 2. A. 3. A. 4. B. 5. B. 6. B.

536. a) (ABC), (DBC); 6) 30°. 537. 45°. 539. 60°. 540. Brasisxa. IloBefiTh, 10 KO-
Ha 3 TouoK A i C, piBHOBigmaneHa Bix BepmuH TpuKyTHuUKA A BD. 541. Tak. Bra-

3iéKa: [OJIOHI JiBUMHKM ONUHAThCA Buime 7-i moaumi. 542. 60° 543. 60°, 30°.
a2

h
545. . 546. h+atgB. 548. arccos—. 549. =27 cm. 554. . 555. a) 45%
6) arctg%; B) arctg%; r) a\/ﬁ. 556. arcsin(\/gsinoc)_ 557. arcsin./sin®o+sin’f
7

a
558. _\/5 Brasisra. PosriaHbTe OpPTOTOHAJLHI HPOEKIii JaHWX NPAMUX HA ILJIOIIHU-

Hy ABC,, IepueHJuKyIApHy K0 A/ D. YV upaAmMoxyTHUKY ABC,D, Touka K — mpoermis
TouoK A, i D, touka L — mpoeknis touox B, i C, D,L — mupoekunis D,C, KM LDL,

KM — mrykaHa BifcTaHb.

Po30in IV

576. Oxy. 577. Ox. 578. D(-7;-8;8). 580. a) 3; 6) 5; B) 17. 581. A. 583. (0;-8;0).
586. a) B(—2; v; z), Ie y, z Taki, mo Touku A i B He 36iraioTbcs; 6) B(x;—4; 3), me x#-2.
587. a) a=2, b=3; 6) a=2; b=1. 588. A(0;0;-2), B(-8;6;0). 589. a) M (-4;3;-2);
6) B(-2;3;—-2). 590. 11. 591. AB. 592. (0;2;3). 594. 1; 3. 595. 8 posp’asKis: (£6;£7;+5).

. 1,1 V2
596. 23. 597. 8 posp’saskis: M[ig,ig,iTJ. 598. (-3;-7;0), (5;1;-6), (7;5;4).

599. A. Brxasiexa. CxopucraiiTeca HepiBHicTio TpukyTtHukKa. 607. D(—3;—1;1).
602. D(3;0;—5). 604. A(1;2;3). 605. 6. 606. 6. Brasisexa. oBeniTh, IO TaHWH TPHU-
KYTHHK IOPAMOKYTHHI i3 rimoremysomo AB. 607. (0; 0; 9,5), (0;0;—9,5), (0;0;—1), (0;0;5).
608. 120°, 30°, 30°% 243. 610. 8 cm. 629. a) (—7;12;—3); 06) (5;12;7); B) (5;12;—7).
630. a) M(-8;51); 6) B(-2-1;5). 631. (-2;-3;-1). 633. a) (7;5-2); 6) (0;-6;-1).
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634. Hi. 638. a) (-6;5;5); 6) (4;1;1); B) (4;1;-1). 639. 3. 642. (4; 6; 4). 643. a) A(-2-4;3);
0) C(—l;—l;l), D(—6;4;3). 646. V manpami mpoMeHs, IO MiCTHTL AiaroHaldb Kyo0a,
Ha BifcTaHb, gKa MeHIIa 3a NOBKUHY pmiaronaui. 647. 0. 648. IIpsamokyTHa Tparmelid.
663. a) -4 i 4; 6) — 3 1 3. 664. a) BD; 6) AC,; B) AC; r) DB;; 1) AC; e) C,A.
665. a) AB; 6) BA; B) CC,. 669. Hi. 671. a) 0; 6) 0; B) 1; r) -1; n) 2. 672. a) 5; 6) —2;
) 2. 673.a) b i ¢; 6) a i b. 674. |a|=6, |B|=3. 675. A(0;-1;0), B(-9;0;3).
676. A(7;3;7). 677. a) Zf); ) af) 682. a) Hi; 6) rak; B) Tak. 683. (2;,-4;6).
685. d(0;-3;1), 5(4;1;—2). 686. a) —1; 6) 2; B) —2. 687. a) C nexuts mMisk A i B; 6) He
JnexaTh; B) A nexuts mixk B i C. 689. 60° 690. a) —3; 6) 50; B) 28. 691. Brasisxa. Ho-
6ynyiiTe maHuii TeTpaeAp Ao mapaieieminena. 694. C(l;—3; 0). Brasisexa. Cxopucraiitecs

T - \2
KosiHeapHicTio BekTopiB AC i BC. 696. Hi. 699. 2. Brasisrxa. 3naligite (&+b+5) abo

3HAUITEL |6+5| i sactocyiite Teopemy Ilidparopa. 700. 45°, 120°, 60°. 702. A—C=Eﬁ+zl—).
709. Tak, sxmo Bexropu b i ¢ komimeapwi. 714. B) —G+b—¢. 715. a) 2AD+BC+2CE;

6) A—C—E—%IJ—C. 717. 3 H.718. a) Hi; 6) rax. 720. 60°. 721. a) G+0,55+5; 6) 0,56 —b+¢;

723. 3PO-PB-PC. Brasisxa. CKopucTaiiTecs OIOPHOIO 3a7jadeio IIPO TOUKY IIePeTUHY Me-
niam TpukyTHUKAa. /24. Brasiexa. CkopucraiiTecs NoBeeHHAM Bifi CyIIPOTHUBHOIO i 03HAKOIO

KOMILTaHApHOCTI BeKTOpiB. 725. Brasierxa. CkopucTaiiTecsa OMOPHOIO 3aa4€I0 PO TOUKY ITe-
peTHHyY MeJiaH TPUKYTHHUKA i HepiBHicTIO TpukyTHUKA. /26. BRasiBka. PoskiagiTs BeKTOpH
AB, BC i AC 3a Bextopamu PA, PB i PC. 727. Brasiexa. Posknanits BexkTopu pebep

ocHOBH 3a BekTopaMu PA, PB i PC. 728. 60°. Brasieéxa. BeeniTh cucTeMy KOOpAMHAT i3 IIO-
garkom O Tak, 106 JaHI IPOMeHi Jeaan Ha JOJATHUX IiBocax oceli Koopaunat. 730. Bra-
3isrka. CKopucTaiiTecs IpaBUJIOM ITapaJieJierinea i OMOPHOI0 3aaYelo PO TOUKY MEePeTUHY

vepian TpukyTHuKa. /31, 1:8. Brasieka. CKopucTaiiTecs pe3yabTaToOM IIOIIEepPeHbOI 3a4adi.
734. 30°. 735. arccosg. 741. ) 4x+2y+2-7=0;0) Tx+9-22=0.742. 5x+y—-4z-13=0.

x-l_y—l_z—l x—4_£_2+3 2 2 2
743. ——=" = 5 - 744. —=7=". 741. @) (x+3)"+(y-2)"+(2-1)"=25;

6) x2+y?+22=49. 749. a) 2x-3y+62-6=0; 6) x—y+22z-5=0. 751. 3x-y—2-6=0.
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x—l_y—lzz—Z o 1. i:izi o. o.
752. 1 s 5 753. (1; -1; 5). 754. s 1 3 756. a) 30° 6) 90°

B) 60°. 757. a) a=6, b=—-4; 6) a=1, b=-3. 758. a) (x+1)°+y®+(2-1)°=9;
0) (x+2)2+(y—3)2+(2—4)2=16; B) (x—1)2+(y+2)2+(z—3)2=16. 759. a) (x+1)2+(y—5)2+

+(2+6)°=81 a6o x2+(y—1)"+(2-2)>=81. 6) (x+3)°+(y—4)"+(z—-1)*=25. 760. ILno-
muHa 4x-2y+38z-29=0. 761. x+2y-6=0. 762. 17x-13y-162-10=0. 763. a) 36ira-

0ThcA; 6) HapaJielibHi; B) IepeTHHAIOThCA B Touni (4; 4; 3); 1) mumobixui. 765. Chepa

2\/§ abce

2 2 2
(x-38)"+(y+5)"+(2—6)" =121 Ges Touox A Ta B. 766. 3 - 768. \/a2b2+b2c2+a2c2 .

a 1 2 J3

769. a) 60, N ; 0) arccos;; B) arcsing; r) 5

TecTtoBe 3aBAaHHA ana camonepeBipku Ne 4. 1. T. 2. T. 3. B. 4. B. 5. B. 6. A.

4
770. a) 6, 2, 8; 6) 226; B) 210, 10, 2J17. 771. 7. 776. arccos—-. 778. Tpanenia.

779. Brasiekxa. Po3kiagiTh BEKTOPH, 300paskyBaHi CTOPOHAME TPUKYTHHKA, 34 BEKTOPAMHU

. av2
OA, OB i OC. 782. C(-1;-2;0); Toura C. 784. IIgi a6o tpu. 786. 90° —5 - Brasie-

Ka. Po3riiAHbBTE BEKTOD LK, MEePIeHAUKYJIIAPHUN 10 BEKTOPiB AB rta PC. Poskunagirs yci
L . . a6 a
BKa3aHi BeKTopu 3a BeKTOpaMu d=PA, b=PB, ¢=PC. 224. a) 6 90°; 6) 5 60°.

788. 1:2. Brasisxa. Posknazite BekTop PS=x PO 3a Bexropamu d=PM, b=PN,
¢=PK. Ckopucraiiteca pesyabraTroM sagaui 729 maa touoxk M, N, K, S Tta s3HaigiTh Xx.
790. Brasisexa. BacTocyiiTe BJIACTUBOCTi cKajJdapHoOro moOyTKy BekTopiB. 791. Brasiska.
3acTocyliTe BeKTOPHUM KpPUTepili mepneHAuKyIapHocTi npamux. /92. a) Hogroro; 6) Ges-
niw; B) Gesmiu. Brasierxa. Posrnambre Biscrami Bim Toukm M (x;y;2) A0 Touwok A (1;0;0)
i B(0;1;0).
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NPEAMETHUIA NMOKAX4YMK*

A

Axciomu crepeomerpii 9-11
b

BicexkTop mBorpanHoro xKyra 268
B

BexTop 206
BekTopu piBui 206
— KomiiaHapui 220
Bigmimanusa BekTopiB 208
Bigcrans y mpoctopi
— Big mpaMoi 10 mapaJjesibHOI
i mimomwmunu 120
— Bim TouKm mo Bimpiska 162
— Big TOUKU M0
miBmIommeEu 162
— Big Toukm mo muomumEuE 119
— Big TouKm mo mpomensa 162
— Big Tourku mo ¢irypu 161
— MiX mapajieJIbHUMU
ILJIOIITUHAMU
— MiX MUMOOiKHUMU
npamMumMu 158
— Mik ¢irypamu 163
Bicy abcmme 182
— amaikar 182
— opauHat 182
BuactuBocTi
— mapajejJbHUX ILIOIMUH 63
— IapaJjejbHOTO
npoekIiroBanua 72-73
— IEepHeHAUKYJIApa, TOXUIUX
i mpoexrminn 117
— IIpAMOi, mapaJjesibHOI
miIomuHi 53

r

T'eomeTpuune Mmiciie TOYOK
(rMT) 277

I'pagycua mipa gBOrpaHHOrO
Kyra 149

il

HobyTok BekTOopa Ha uucao 220
HonaBanua BekTopiB 219

E
Eainc 80

K

Koopouuatu BekTOopa 218
— rTouku 193
Koopauunarui niaomuuau 193
Kyt
— nBorpaHHU#A 148
— JIHIWHUT IBOTPAHHOTO
Kyra 148
— MiK BeKTOpamu 223
— MiX MUMOOiIKHUMU
npamumu 107
— MIiK IIJTOIIMHAMMU, IO
nepetuHaOThesa 150
— MiXK IpaMuMu, IO
nepetuHamOTbesa 105
— MiX IPAMOIO
i maomuuol0 146

M

Meron BekTopHuii 236
— KoopauHat 238
— ciainis 26, 84

Muororpanuuk 8

* OCHOBHI MOHATTA Kypcy IJIaHiMeTpil HaBemeHO Ha caiiTi interactive.ranok.com.ua
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(0]
OsHaka

— MUMOOLKHUX mpamMux 42

— HaJIe’KHOCTI IIpAMOi
mromuei 19

— mapaJjeiabHocTi miaomua 60

— mapajeiabHoCTi mpamux 41

— mapajeJbHOCTi ITPAMOI
i muomuun 52

— MEepUeHAUKYJIAPHOCTL
miomue 148

— MEepUeHAUKYJIAPHOCTL
npamux 99

— TEePIeHANKYJIAPHOCTI mpaMoi
i muomuuuz 105

I

IlapanenbHe mepeHeceHHS
B mpoctopi 199

— mnpoekmioBanua 71
ITlapanmenpHi mpoekIrii mIoCcKmx
diryp 74-75
Ilepepis muororpammmxa 11
Ilepuengukyasap mo miomueau 116
Ilipamiga 8
IInommua cumerpii 195
IInommuu mapanensHi 60

— mepHeHAUKyaApHi 148
IToxuna mo muomuum 116
ITpusma 8
IIpoexritoBanusa
oproroHaigbHe 156

— mapajenbHe 71
IIpoexkIiia moxuiol Ha
mwiromuay 117
IIpama, mapaJseabHa maommuuai 51

— IepHeHAUKYJIApPHA 0

mwiromuan 104

IIpami mumobikxui 40

— mapaJjejbHi 38

— mnepueuaukyaapai 100

— III0 IepeTHHaThead 38

IIpamokyTHa gekapToBa cucTeMa
KoopouHaTt 182

|

PiBHAHHSA TIOMIUHNI
B mpocTopi 234
— cdepu 240

C

Ciuga miaommua 12
CumeTpis BiJHOCHO ILJIOIITUHU
(mseprasbua) 195
— BimHOCHO TpAMOI
(ocroBa) 194
— BIZHOCHO TOYKU
(mentpasbua) 194
CranmapHuii 1oOyToK BeKTopiB 211
CoinbHUT MepIneHAUKYJAAP OO0 ITBOX
MUMOOIKHUX mpaMux 159

T

Teopema mmpo I'MT mnpoctopy,
— piBHOBigma/ieHUX Bia rpaHeit
IBOTpaHHOTO Kyrta 269
— piBHOBigZaIeHUX Bim ABOX
IJaHUX TOUOK 266
— piBHOBigmaJIeHUX BiA CTOPiH
mamoro Kyra 267

D

dopmysa BigcTaHi MiK TOUKaMU
B mpocrtopi 186
— IJIOHIi OPTOTOHAJIBHOIL
TpoeKIii MHOTOKyTHUKa 156
@DopMyam KOOPAUWHAT CepeIuHU
Bimpiska B mpoctopi 185
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