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  історичнА ДоВіДкА
Епоха великих географічних відкриттів і обумовлений ними розвиток 

виробництва, торгівлі, мореплавства стали поштовхом до виникнення аналі-
тичної геометрії. Цей розділ геометрії, в основі якого лежать ідея координат 
і встановлення відповідності між алгебраїчними рівняннями й геометричними 
фігурами, став підсумком багаторічних математичних досліджень.

Творцями аналітичної геометрії вважають французьких учених Рене Де-
карта (1596–1660) і П’єра Ферма (1601–1665). Ферма на початку XVII століття 
займався відновленням утрачених робіт давньогрецьких учених, зокрема Апол-
лонія Перзького, і, вийшовши за межі суто відновлювальної роботи, установив 
загальний підхід до вивчення геометричних місць точок через алгебраїчні 
рівняння. Відкриття Декартом системи координат на площині надало матема-
тичний апарат для втілення ідей аналітичної геометрії в тому вигляді, у яко-
му вони відомі нам сьогодні. Зокрема, за допомогою координат стало набагато 
зручніше досліджувати геометричні криві. Одна з них отримала назву «локон 
Аньєзі» на честь Марії Ґаетани Аньєзі, першої в світі жінки — професора 
з математики. Але як Ферма, так і Декарт лише натякали на можливість ви-
користання координат у просторі. Тривимірну систему координат першим почав 
застосовувати французький математик Алексі Клод Клеро (1713–1765), а систе-
матичне викладення аналітичної геометрії в просторі подав у 1748 р. видатний 
учений Леонард Ейлер.

В історію аналітичної геометрії вписано також імена українських учених. 
Уродженець Вінниччини Віктор Якович Буняковський (1804–1889) закінчив 
Харківський університет, потім навчався математики в Парижі, у провідних 
учених свого часу — Коші, Лежандра, Пуасона, Лапласа, а пізніше працю-
вав у Петербурзі. Він був автором понад ста робіт із математичного аналізу, 
алгебри, геометрії, теорії чисел і теорії ймовірностей. Зокрема, відома вам 
нерівність 

� � � �
a b a b⋅ ⋅�  є векторним поданням математичного факту, який був 

узагальнений Буняковським на підставі ідей його вчителя Коші й отримав на-
зву «нерівність Коші — Буняковського».
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Додаток 1.	� Про аксіоми стереометрії  
та її зв’язок із планіметрією

Геометрія в просторі — стереометрія — виникла й розвивалася од-
ночасно з геометрією на площині. З давніх часів людина спостерігала та 
вивчала як просторові предмети, що її оточували, так і їхні окремі плоскі 
частини. Цікаво, що термін «планіметрія», який має латинський корінь 
«планум» (площина), виник пізніше за термін «стереометрія», що походить 
від грецького кореня «стереос» (простір). Однак у процесі побудови теорії 
просторових тіл з’ясувалося, що саме планіметрія є головним науковим 
підґрунтям стереометрії. Саме тому, формулюючи низку аксіом просторової 
геометрії, ми пов’язуємо їх з аксіомами планіметрії та наслідками з них. 

Система планіметричних аксіом

AB a

A  ∈  a, B  ∉  a

I. Яка б не була пряма, існують точки, що 
належать цій прямій, і точки, що не на-
лежать їй.
Через будь-які дві точки можна провести 
пряму, і тільки одну.

A
B C

ІI. Із трьох точок на прямій одна і тільки 
одна лежить між двома іншими.

A B C

AC  =  AB  +  BC

III. Кожний відрізок має певну довжину 
(у заданих одиницях вимірювання), більшу 
за нуль. Довжина відрізка дорівнює сумі 
довжин частин, на які він розбивається 
будь-якою його точкою.

A B

IV. На будь-якому промені від його початко-
вої точки можна відкласти відрізок заданої 
довжини, і тільки один.
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A

C

B

a

α

β

V. Пряма розбиває площину на дві півпло-
щини. Якщо кінці відрізка належать одній 
півплощині, то відрізок не перетинає пря-
му. Якщо кінці відрізка належать різним 
півплощинам, то відрізок перетинає пряму.

A O B

 AOB  =  180°

A

C

B

O

 AOC  =   AOB  +   BOC

VІ. Кожний кут має певну градусну міру, 
більшу від нуля. Розгорнутий кут дорівнює 
180°. Якщо промінь ділить кут на два кути, 
то градусна міра даного кута дорівнює сумі 
градусних мір двох отриманих кутів.

A

B

O

α
VII. Від будь-якого променя даної прямої 
можна відкласти в дану півплощину кут із 
заданою градусною мірою, меншою за 180°, 
і тільки один.

A

B

C

A
1

B
1

C
1 a

 ABC  =   A
1
B

1
C

1

VІII. Який би не був трикутник, існує три-
кутник, що дорівнює йому в  заданому роз-
міщенні відносно даного променя.

A

a

b

a    b

ІX (аксіома паралельних прямих, або аксіо-
ма Евкліда). Через точку, що не лежить на 
даній прямій, можна провести на площині 
не більш ніж одну пряму, паралельну даній.
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S
1 S

2

S
1
  =  S

2

Х. Рівні многокутники мають рівні площі.

S
1

S
2

S
3

S  =  S
1
  +  S

2
  +  S

3

ХІ. Якщо многокутник складений із кіль-
кох многокутників, то його площа дорівнює 
сумі площ цих многокутників.

S1

1

S  =  1 кв. од.

ХІІ. Площа квадрата зі стороною, що до-
рівнює одиниці довжини, дорівнює одиниці 
площі.

Розглянемо деякі особливості взаємозв’язків аксіоматики планіметрії 
і стереометрії.

Насамперед, розширимо й уточнимо перелік аксіом, поданих у § 1.
1.	 У просторі існують принаймні три точки, які не лежать на одній 

прямій.
2.	 Через три точки, що не належать одній прямій, можна провести 

площину, і тільки одну.
3.	 Яка б не була площина, існують точки*, що належать цій площині, 

і точки, що не належать їй.
4.	 У будь-якій площині виконується планіметрія, тобто всі планіме-

тричні аксіоми і теореми.
5.	 Через будь-які дві точки простору можна провести пряму, і тільки 

одну.
6.	 Якщо дві площини мають спільну точку, то вони перетинаються по 

прямій, яка проходить через цю точку.
7.	 Довжина відрізка (у заданих одиницях вимірювання) не залежить 

від того, у якій площині, що містить даний відрізок, вона вимірю-
ється.
Виокремимо декілька важливих наслідків цієї системи аксіом, крім 

тих, про які йшлося в § 1–2.

*	 Принаймні дві.
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З аксіом 1 і 5 випливає, що через будь-яку точку простору 
можна провести пряму, а для будь-якої прямої існують точки, які 
їй не належать. Також із цих аксіом випливає, що в просторі існує 
принаймні одна пряма.

З аксіом 1 і 2 випливає, що в просторі існує принаймні одна 
площина.

З аксіом 1 і 3 випливає, що не всі точки простору містяться 
в  одній площині, а тим більше — на одній прямій. Так само і на 
площині — з аксіоми про те, що для будь-якої прямої існують точки, 
що їй не належать, випливає, що не всі точки площини лежать на 
одній прямій.

За відповідною теоремою, доведеною в п. 2.2, через пряму і точ-
ку, що не належить даній прямій, можна провести площину. За ак-
сіомами планіметрії на даній прямій існують точки площини. Отже, 
і в просторі, як і на площині, для будь-якої прямої існують точки, 
що належать даній прямій, і точки, що не належать їй.

Звернемо особливу увагу на аксіому 4, згідно з якою в кожній 
площині виконуються всі аксіоми і теореми планіметрії. У зв’язку 
з цим зазначимо ще один важливий факт: усі аксіоми планіметрії (на-
віть якщо в їх формулюваннях відсутнє слово «площина») можна ви-
користовувати лише в певній площині, а не для тривимірного просто-
ру взагалі. Ось чому, наприклад, аксіома 5 не є наслідком відповідної 
аксіоми планіметрії. Більш того, окремі теореми планіметрії справед-
ливі й для фігур у просторі — до таких належать, зокрема, ознаки 
рівності й подібності трикутників, які справджуються для трикутни-
ків, що не лежать в одній площині (подаємо цей факт без доведення).

Узагалі, проблема відповідності окремих понять і фактів на 
площині й у просторі цікавила вчених ще починаючи з Лобачевсько-
го, який свого часу запропонував не розділяти планіметрію та стерео-
метрію, а викладати їх паралельно. Такий підхід не втратив свого 
значення й сьогодні. Далі ми застосуємо відповідності між планіме-
трією та стереометрією для обґрунтування деяких взаємопов’язаних 
фактів на площині й у просторі.

Задача 1.1
Доведіть, що на площині існує безліч прямих, які містять дану точку.

Розв’язання
Нехай пряма a містить дану точку A. За аксіомами планіметрії іс-

нує точка B, що не належить прямій a, та точка D, що належить цій прямій. 
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Розглянемо відрізок BD (рис. 287). Він має певну довжину, а отже, на ньому 
існує безліч точок C таких, що довжина відрізка CD менша за довжину відрізка BD. 
За відповідною аксіомою через точку A і будь-яку точку відрізка BD можна про-
вести пряму. Доведемо методом від супротивного, що всі такі прямі є різними.

Справді, припустимо, що пряма c1, яка містить точки A і C1 , збігається з  пря-
мою c2, що містить точки A і C2. Тоді обидві ці прямі збігаються з прямою C C1 2,  
на якій лежать точки B і D. Отже, точки A, C1 , C2, B і D лежать на одній прямій. 
Через точки A і D можна провести єдину пряму a, але за побудовою точка B їй 
не належить. Отже, ми отримали суперечність, тобто прямі c1  і c2  різні. Таким 
чином, усі побудовані прямі є різними, і через точку A на площині проходить 
безліч прямих.

      

A
B

D
a

b

c
1

c
2

C
1

C
2

      

a

D
C

1 C
2

B
a

b g
1 g

2

                  Рис. 287                              Рис. 288

Задача 1.2
Доведіть, що в просторі існує безліч площин, що містять дану пряму.

Розв’язання
Розглянемо точку B, яка не належить даній прямій a. За відповідною теоре-

мою через пряму a і точку B можна провести єдину площину α . За аксіомою  3 
існує точка D, яка не лежить у площині α . Через пряму a і точку D проведемо 
площину β  (рис. 288). 

На відрізку BD існує безліч точок C, жодна з яких, крім точки B, не належить 
площині α . Дійсно, якщо C ∈α , B ∈α, то BC ⊂ α , а отже, D ∈α, що суперечить 
вибору точки D. Тому всі точки відрізка BD не є точками прямої a. Проведемо 
площини через пряму a та кожну з внутрішніх точок відрізка BD і  доведемо ме-
тодом від супротивного, що всі ці площини різні.
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Справді, припустимо, що C1  і C2  — внутрішні точки відрізка BD, а площи-
на γ1

, яка містить пряму a і точку C1 , збігається з площиною γ 2
, що містить 

пряму a і точку C2. Тоді ці площини містять точки C1  і C2, а отже, і пряму C C1 2, 
зокрема точку B. Але ці площини мі стять також і пряму a, а тому за відповідною 
теоремою збігаються з площиною α . Отже, точки C1  і C2  належать площині α . 
Тоді пряма C C1 2, а отже, і точка D лежать у площині α , що суперечить вибору 
точки D. Таким чином, усі побудовані площини є різними, і через пряму a в про-
сторі проходить безліч площин.

Щойно розглянуті задачі свідчать про те, 
що формулювання й способи доведення деяких 
геометричних фактів на площині й у просторі 
аналогічні. Але така аналогія в деяких ситу-
аціях може порушуватися: інколи тверджен-
ня, яке в планіметрії є аксіомою, допомагає 
сформулювати аналогічний стереометричний 
факт, але в просторі він уже потребує дове-
дення. Найчастіше це доведення ґрунтується 
саме на відповідній аксіомі планіметрії: на-
приклад, у площині через точку поза даною 
прямою можна провести не більше від однієї 
прямої, паралельної даній (аксіома Евкліда), 
а в просторі цей факт є частиною теореми (див. 
п. 3.3), доведення якої зводиться зрештою до 
застосування аксіоми Евкліда.

Наведемо ще одну подібну аналогію.
За аксіомою планіметрії кожна пряма 

розбиває площину на дві частини — півплощи-
ни, причому якщо кінці відрізка належать од-
ній півплощині, то відрізок не перетинає дану 
пряму, а якщо кінці відрізка належать різним 
півплощинам, то відрізок перетинає пряму 
(рис. 289).

Розглянемо розбиття простору площи-
ною на дві частини — півпростори. Для них 
буде виконуватися властивість, аналогічна 
до щойно розглянутої властивості півплощин 
у планіметрії.

A

B

D
a

C

Рис. 289
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Теорема 
(про розбиття простору на два півпростори)

Будь-яка площина розбиває простір на два пів-
простори. Якщо кінці відрізка належать одному 
півпростору, то відрізок не перетинає площину. 
Якщо кінці відрізка належать різним півпросто-
рам, то відрізок перетинає площину.

Доведення

 Розділимо множину точок, які не нале-
жать даній площині α , на дві фігури F1  та F2  
в такий спосіб. За аксіомою стереометрії існує 
точка A, яка не належить площині α . До фігу-
ри F1  віднесемо точку A і всі точки X поза пло-
щиною α , для яких відрізок AX не перетинає α , 
до фігури F2  — всі точки Y поза площиною α , 
для яких відрізок AY перетинає α . Отже, усі 
точки простору, які не містяться в площині α , 
належать або фігурі F1, або фігурі F2. Доведемо, 
що F1  та F2  задовольняють умови півпростору, 
наведені в теоремі.

Розглянемо точки X1  і X2  фігури F1, які 
не збігаються з точкою A. Через них та точку A 
можна провести не менше від однієї площини. 
Якщо ця площина не має спільних точок з α , то 
відрізок X X1 2, який належить площині AX X1 2, 
не перетинає α .

Розглянемо випадок, коли AX X a1 2( ) =∩α . 
За аксіомою планіметрії про півплощини пряма a 
розбиває площину AX X1 2  на дві півплощини β  
і γ  (рис. 290, а).

Нехай A ∈β . За побудовою фігури F1  від-
різки AX1  і AX2  не перетинають α , а отже, не 
перетинають і пряму a. Тому за аксіомою пла-
німетрії X1 ∈β, X2 ∈β . Отже, відрізок X X1 2  не 
перетинає a. Але тоді він не перетинатиме й α , 
оскільки точка перетину має лежати на прямій a, 
яка є прямою перетину площин α  і AX X1 2.
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Аналогічно доводиться, що коли точки Y1   
і Y2  належать фігурі F2, то відрізок Y Y1 2  не пе-
ретинає α  (рис. 290, б), а коли X F∈ 1, Y F∈ 2, то 
відрізок XY перетинає α  (рис. 290, в). Доведіть 
ці твердження самостійно. 

І нарешті, наведемо ще дві задачі на площи-
ні й у просторі, розв’язування яких ґрунтується 
відповідно на щойно розглянутій аксіомі про пів-
площини й теоремі про півпростори.

Задача 2.1
На площині пряма, яка не містить вершини трикут-

ника і перетинає одну з його сторін, перетинає рівно 
одну з двох інших сторін даного трикутника. Доведіть.

Розв’язання
Нехай у площині α  дано трикутник ABC і пря-

му  a, яка не містить точок A, B і C та перетинає 
відрізок  AB. За аксіомою планіметрії про півплощи-
ни ця пряма розбиває площину на дві півплощи- 
ни β  і γ  (рис.  291).

Нехай B ∈β , A ∈γ . Оскільки точка C не належить 
прямій a, то або C ∈β , або C ∈γ .

У першому випадку за аксіомою про півплощини 
відрізок BC не перетинає a, а відрізок AC перетинає a.  
У другому випадку, навпаки, відрізок BC перетинає a, 
а відрізок AC не перетинає a.

Зауважимо, що в інших системах геоме-
тричних аксіом, зокрема в аксіоматиці Гільбер-
та, доведений факт є аксіомою. На честь дослід-
ника цієї властивості, німецького математика 
Моріца Паша, дану аксіому називають аксіомою  
Паша.
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Задача 2.2
Переріз тетраедра площиною, яка не містить вер-

шини тетраедра і перетинає одне з його ребер, є або 
трикутником, або чотирикутником. Доведіть.

Розв’язання
Нехай дано тетраедр PABC та площину α , яка не 

містить жодної з вершин даного тетраедра і пере-
тинає відрізок PB. Площина α  розбиває простір на 
два півпростори F1  і F2 . За щойно доведеною тео-
ремою точки P і B належать різним півпросторам. 
Нехай P F∈ 1, B F∈ 2. Розглянемо випадок, коли A F∈ 2,  
C F∈ 2  (рис. 292, а).

Тоді за теоремою про півпростори площина α  
перетинає відрізки PA, PB і PC, але не перетинає від-
різки AB, AC і BC. Отже, переріз тетраедра площиною 
є трикутником.

У випадку, коли A F∈ 2, C F∈ 1  (рис. 292, б), пло-
щина α  перетинає відрізки PA, PB, CA і CB, але не 
перетинає відрізки AB і PC. Отже, переріз тетраедра 
площиною є чотирикутником.

Усі випадки, коли A F∈ 1 , аналогічні до щойно роз-
глянутих (проаналізуйте їх самостійно).

Додаток 2.	� Геометричні місця точок  
у просторі

У процесі дослідження просторових фігур, як 
і фігур на площині, доволі часто постають задачі 
на знаходження точок, які задовольняють певну 
умову, тобто задачі на знаходження геометрично-
го місця точок. У стереометрії підходи до розгля-
ду геометричних місць точок майже не відрізня-
ються від тих, що застосовувалися в планіметрії.
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Означення

Геометричним місцем точок (скорочено ГМТ), 
які задовольняють певну умову, в просторі на-
зивається фігура, що складається з усіх точок 
простору, які задовольняють цю умову.

Для доведення того, що фігура F є геоме-
тричним місцем точок, які задовольняють умо-
ву P, треба довести два твердження:

1) якщо точка X належить фігурі F, то вона 
задовольняє умову P;

2) якщо точка Y задовольняє умову P, то вона 
належить фігурі F.

 Очевидно, що замість другого твердження 
можна доводити таке:

′2 ) якщо точка Y не належить фігурі F, то вона 
не задовольняє умову P.

Нагадаємо три геометричних місця точок на 
площині, які використовуються найчастіше, та 
наведемо їх просторові аналоги.

1) Геометричним місцем точок площини, які 
розміщені на заданій відстані R від даної 
точки O цієї площини, є коло з центром O 
та радіусом R (рис. 293, а).

 У просторі геометричним місцем точок, які 
розміщені на заданій відстані R від даної 
точки O, є сфера з центром O та радіусом R 
(рис. 293, б). Цей факт безпосередньо ви-
пливає з означення сфери.

2) Геометричним місцем точок площини, рів-
новіддалених від даних точок A і B, є се-
рединний перпендикуляр до відрізка AB 
(рис. 294).

У просторі існує безліч прямих, що прохо-
дять через середину відрізка перпендикулярно до 
нього. Доведемо, що ці прямі утворюють площи-
ну, перпендикулярну до даного відрізка.
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Рис. 293. Геометричне 
місце точок, віддалених 
від даної точки на задану 
відстань
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Рис. 294. Геометричне 
місце точок площини, 
рівновіддалених від двох 
даних точок
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Теорема (про геометричне місце точок простору, 
рівновіддалених від двох даних точок)

Геометричним місцем точок простору, рівно-
віддалених від даних точок A і B, є площина, 
яка перпендикулярна до відрізка AB і проходить 
через його середину.

Доведення

 Нехай точка C — середина відрізка AB. 
За доведеним у п. 8.2 існує єдина площина α , 
яка проходить через точку C і перпендикулярна 
до AB. Доведемо, що α  є шуканим ГМТ.

Очевидно, що точка C площини α  нале-
жить шуканому ГМТ. Розглянемо довільну точ-
ку X, яка належить площині α  і не збігається 
з C (рис. 295, а).

Тоді за означенням перпендикулярності пря-
мої та площини AB CX⊥ .

Отже, у трикутнику AXB медіана XC є висо-
тою. Це означає, що трикутник AXB рівнобедре-
ний з основою AB, отже, AX XB= , тобто точка X 
рівновіддалена від A і B. Оскільки X — довільна 
точка площини α , то всі точки площини α  на-
лежать шуканому ГМТ.

Доведемо методом від супротивного, що, крім 
точок площини α , інших точок, рівновіддалених 
від A і B, у просторі немає. Дійсно, нехай деяка 
точка Y, рівновіддалена від A і B, не належить 
площині α  (рис. 295, б). Тоді YC — медіана рівно-
бедреного трикутника AYB, проведена до основи, 
а отже, YC AB⊥ . Проведемо площину XCY. 

За ознакою перпендикулярності прямої 
і площини XCY AB( ) ⊥ . Але площина XCY не 
збігається з α  і проходить через точку C, що су-
перечить єдиності площини, яка проходить через 
дану точку прямої перпендикулярно до даної пря-
мої. Отже, крім точок площини α , інших точок, 
рівновіддалених від A і B, у просторі не існує. 
Теорему доведено. 
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Рис. 295. До доведення 
теореми про геометричне 
місце точок простору, 
рівновіддалених від двох 
даних точок
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3)  Геометричним місцем точок площини, що ле-
жать усередині кута й рівновіддалені від йо-
го сторін, є бісектриса цього кута (рис. 296).
Просторові аналоги цього твердження мож-

на отримати двома способами — або розв’язати 
цілком аналогічну задачу в просторі, або ще й за-
мінити кут на площині на двогранний кут у про-
сторі.

Теорема (про геометричне місце точок простору, 
рівновіддалених від сторін даного кута)

Геометричним місцем точок простору, рівновідда-
лених від сто рін даного кута*, є півплощина, яка:
1) містить бісектрису цього кута;
2) є частиною площини, яка перпендикулярна 

до площини кута і містить його бісектрису;
3) обмежена прямою, що проходить через вер-

шину кута перпендикулярно до площини да-
ного кута.

Доведення

 Нехай у площині α  дано кут ∠ ( )a b,  
з вершиною C, промінь l — його бісектриса 
(рис. 297, а). Проведемо через точку C пряму c, 
перпендикулярну до площини α , а через c і l 
проведемо площину β. Оскільки c ⊥ α, c ⊂ β, то за 
ознакою перпендикулярності площин β α⊥ . Роз-
глянемо півплощину ′β  площини β, яка містить l 
і обмежена прямою c. Доведемо, що ′β  є шуканим 
ГМТ.

З відповідної теореми планіметрії випливає, 
що всі точки променя l належать шуканому ГМТ. 
Розглянемо довільну точку X півплощини ′β , яка 
не належить променю l (рис. 297, б). 

* Тут і далі домовимось, що формулювання «точка, рів-
новіддалена від сторін кута» означатиме: основи пер-
пендикулярів, проведених із даної точки до прямих, 
що містять сторони кута, належать цим сторонам, а са-
мі перпендикуляри рівні між собою.
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Рис. 296. Геометричне 
місце точок площини, 
рівновіддалених від 
сторін даного кута
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Доведемо, що точка X рівновіддалена від променів a і b. 
Проведемо у півплощині ′β  перпендикуляр XT до l. Оскіль-
ки β α⊥ , то за властивістю перпендикулярних площин XT ⊥ α . 
Нехай TA і TB — перпендикуляри, проведені в площині α  
до прямих a і b відповідно. Тоді за теоремою про три перпендику-
ляри XA a⊥ , XB b⊥ . Отже, XA і XB — відстані від точки X до a 
і b відповідно. За властиві стю бісектриси кута на площині TA TB= . 
Тоді XA XB= , оскільки ці відрізки є похилими до площини α , які 
мають рівні проекції. Отже, будь-яка точка X півплощини ′β  рівно-
віддалена від a і b.

Нехай тепер деяка точка Y рівновіддалена від прямих a і b 
і не належить півплощині ′β . Проведемо YZ ⊥ α . Тоді точка Z також 
буде рівновіддалена від a і b, а отже, належатиме променю l (обґрун-
туйте це самостійно). У площині β  проведемо через точку Z пряму a, 
перпендикулярну до l. За властивістю перпендикулярних площин 
a ⊥ α, тобто прямі a і YZ — дві різні прямі, які перпендикулярні до 
площини α  і проходять через точку Z, що неможливо. З отриманої 
суперечності випливає, що Y ∈ ′β . Теорему доведено. 

Для доведення наступного твердження нам знадобиться ще одне 
означення — аналог поняття бісектриси для двогранного кута.

Означення

Бісектором двогранного кута називається півплощина, яка обмеже-
на ребром даного кута і ділить цей кут на два рівні (за градусною 
мірою) двогранні кути.

Очевидно, що бісектриса будь-якого лінійного кута даного дво-
гранного кута належить його бісектору.

Дійсно, нехай дано двогранний кут з гранями α  і β  та ре-
бром c, a ⊂ α, b ⊂ β, a c⊥ , b c⊥ . Тоді кут між променями a і b — 
лінійний кут даного двогранного кута (рис. 298, а).
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Рис. 298. До обґрунтування побудови бісектора двогранного кута
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Розглянемо бісектор даного кута γ  і пря-
му d його перетину з площиною променів a і b. 
Оскільки за ознакою перпендикулярності прямої 
і площини пряма c перпендикулярна до площини 
променів a і b, то c d⊥  (рис. 298, б).

Тоді кут між a і d є лінійним кутом дво-
гранного кута з гранями α  і γ , а кут між про-
менями b і d — лінійним кутом двогранного кута 
з гранями β  і γ . За означенням бісектора вони 
рівні, отже, промінь прямої d — бісектриса кута 
між a і b, яка лежить у площині γ .

Таким чином, бісектор можна провести че-
рез ребро двогранного кута та бісектрису будь-
якого його лінійного кута.

Теорема (про геометричне місце точок простору, 
рівновіддалених від граней двогранного кута)

Геометричним місцем точок, рівновіддалених 
від граней двогранного кута*, є бісектор цього 
кута.

Доведення

 Нехай дано двогранний кут із гранями α  
і β  та ребром c; γ — його бісектор (рис. 299, а).

Оскільки пряма c є спільною для площин α  
і β , то всі точки прямої c можна вважати рівно-
віддаленими від α  і β. Доведемо, що довільна 
точка X площини γ , яка не належить прямій c, 
рівновіддалена від α  і β. Нехай A, B і C — осно-
ви перпендикулярів, проведених із точки X до 
площин α  і β  та прямої c відповідно. Тоді за 
теоремою про три перпендикуляри AC c⊥ , BC c⊥ . 
З цього випливає, що відрізки AC, BC і XC ле-

* Тут і далі домовимось, що формулювання «точка, рів-
новіддалена від граней двогранного кута» означатиме: 
основи перпендикулярів, проведених із даної точки до 
площин, що містять грані кута, належать цим граням, 
а самі перпендикуляри рівні між собою.
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жать у площині ACB, перпендикулярній до прямої  c, причому за 
означенням бісектора промінь CX — бісектриса кута ACB. Звідси за 
властивістю бісектриси кута на площині AX BX= , тобто будь-яка 
точка X бісектора γ  рівновіддалена від α  і β.

Нехай тепер деяка точка Y рівновіддалена від α  і β. Проведемо 
перпендикуляри YN, YM і YD до площин α  і β  та прямої c відповідно 
(рис. 299, б). За теоремою про три перпендикуляри ND c⊥ , MD c⊥ .  
Отже, YN, YM і YD лежать у площині NDM, перпендикулярній до 
прямої c, причому YN YM= . Отже, у  площині NDM точка Y рівно-
віддалена від DM і DN, а тому DY — бісектриса кута NDM, який 
за означенням є лінійним кутом даного двогранного кута. Звідси 
DY ⊂ γ , а  зокрема, Y ∈γ . Теорему доведено. 

Розглянемо тепер декілька задач на знаходження ГМТ, 
пов’язаних із паралельними площинами та мимобіжними прямими.

Задача
Знайдіть геометричне місце точок, рівновіддале-

них від двох даних паралельних площин.
Як ми вже бачили під час доведення теорем, 

перед початком розгляду ГМТ у просторі корисно 
пригадати аналогічну ситуацію на площині. Як відо-
мо, на площині геометричне місце точок, рівновід-
далених від двох паралельних прямих a і b, — це 
пряма l, паралельна даним прямим і рівновіддалена 
від них (рис. 300).

Спробуємо відтворити аналогічну ситуацію в про-
сторі.

Розв’язання
Проведемо пряму l, перпендикулярну до даних 

площин α  і β; нехай l перетинає їх у точках A 
і  B відповідно (рис. 301, а). Через середину відріз-
ка  AB  — точку C — проведемо площину γ , пара-
лельну площинам α  і β. Очевидно, що γ ⊥ l . До-
ведемо, що побудована площина γ  є шуканим ГМТ.

Очевидно, що точка C рівновіддалена від α  і β.  
Розглянемо в площині γ  довільну точку X, яка не 

a
l

b

Рис. 300
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збігається з точкою C. Проведемо через точку X пряму m, паралельну l (рис. 301, б). 
Нехай вона перетинає α  і β  в точках A1  і B1  відповідно. Оскільки l ⊥ α , m l� ,  
α γ β� � , то m ⊥ α , m ⊥ β, m ⊥ γ , а XA1  і XB1  — відстані від точки X до пло- 
щин α  і β  відповідно. У площині паралельних прямих l і m чотирикутни- 
ки AA XC1  і CXB B1  — прямокутники за означенням, отже, A X AC CB XB1 1= = = . 
Таким чином, будь-яка точка X площини γ  належить шуканому ГМТ.

Нехай тепер деяка точка Y рівновіддалена від α  і β, Y ∉γ . Проведемо через 
точку Y пряму n, яка перпендикулярна до даних площин і перетинає площи- 
ну α  в точці K, площину β  — у точці M, а площину γ  — у точці L. Можливі 
два основні випадки (решта їм аналогічні).

У випадку, поданому на рис. 301, в, YK і YM є відстанями від Y до α  і β  
відповідно, але YK YM< . У випадку, поданому на рис. 301, г, YK YM= , але за до-
веденим KL LM= . Отже, Y збігається з L, Y ∈γ , що суперечить припущенню про 
те, що Y ∉γ .
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Рис. 301

Відтак, побудована площина γ  є геометричним місцем точок, рівновіддалених 
від паралельних площин α  і β .

Для розв’язування багатьох задач, пов’язаних із мимобіжними прями-
ми, зокрема задач на відшукання ГМТ, використовується зв’язок між дани-
ми прямими і проведеними через них паралельними площинами: через дві 
дані мимобіжні прямі можна провести відповідно дві паралельні площини, 
і така пара площин єдина (див. п. 5.1). Дві наступні задачі показують, як 
використовується цей зв’язок прямих і площин під час дослідження ГМТ.
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Задача
Знайдіть геометричне місце середин відрізків, кінці яких належать двом даним 

паралельним площинам.
Розв’язання

Нехай дано паралельні площини α  і β. Розглянемо довільні точки A ∈α ,  
B ∈β , а також середину відрізка AB — точку C. Проведемо через точку C площи- 
ну γ , паралельну площинам α  і β  (рис. 302, а). Доведемо, що площина γ  є шу-
каним ГМТ.

Очевидно, що точка C належить шуканому ГМТ. Розглянемо довільну точку X 
площини γ , яка не збігається з точкою C (рис. 302, б). Якщо D — точка перетину 
променя AX з площиною β, то прямі CX і BD лежать в одній площині BAD і не 
мають спільних точок, оскільки γ β� , CX ⊂ γ , BD ⊂ β . Звідси CX BD� . Але AC BC=  
за побудовою, отже, за теоремою Фалеса AX XD= . Тому будь-яка точка X пло-
щини γ  належить шуканому ГМТ.

Нехай тепер деяка точка Y є серединою відрізка з кінцями на площинах α   
і β. Якщо точки Y і C збігаються, то Y ∈γ . Інакше можливі два випадки (решта 
їм аналогічні).

У випадку, поданому на рис. 302, в, відрізок CY є середньою лінією трикутни-
ка  ABE, а тому паралельний його основі, а отже, паралельний площинам α  і β  
та проходить через точку C. Тому CY ⊂ γ , зокрема Y ∈γ .
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Рис. 302

У випадку, поданому на рис. 302, г, точка Y є серединою відрізка MN, M ∈α ,  
N ∈β. Нехай K — середина відрізка AN. Тоді згідно з попереднім випадком K ∈γ .  
Отже, знову, з урахуванням доведеного за рис.  302, в, Y ∈γ .
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Задача
Знайдіть геометричне місце середин відрізків, кінці 

яких лежать на двох даних мимобіжних прямих.

Розв’язання
Побудуємо паралельні площини α  і β , які міс-

тять дані прямі a і b відповідно. Нехай A a∈ , B b∈ ,  
C — середина відрізка AB, площина γ  містить C і па-
ралельна площинам α  і β  (рис. 303, а). Доведемо, 
що γ  є шуканим ГМТ.

Спочатку доведемо, що кожна точка X площини γ  
є серединою відрізка з кінцями на прямих a і b. По-
будуємо площину δ, яка проходить через пряму  b 
і  точку X (рис. 303, б). Оскільки α β� , то вона пе-
ретинає площину α  по прямій ′b , паралельній b. 
Тому ′b перетинає a в деякій точці T. У площині δ  
пряма TX перетинає пряму ′b . Тому вона перетинає 
паралельну прямій b пряму ′b  у деякій точці R. За 
доведеним середина відрізка TR належить площині γ ,  
а отже, збігається з X.

Нехай деяка точка Y є серединою відрізка з кінця-
ми на прямих a і b. Тоді вона є серединою відрізка 
з  кінцями на α  і β, а отже, за результатами, отрима-
ними в попередній задачі, Y ∈γ .

Нескладно показати, що побудований у процесі 
розв’язування відрізок TR для точки X є єдиним (до-
ведіть це самостійно).

Під час розв’язування даної задачі ми скористалися 
таким важливим міркуванням: якщо фігура F є  гео-
метричним місцем точок, які задовольняють умову P,  
а треба знайти геометричне місце точок, які задо-
вольняють декілька умов, зокрема P, то шукане ГМТ 
є або фігурою F, або ї ї частиною (виділіть самостійно 
умову P та фігуру F для щойно розглянутої задачі).
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Зв’язок між мимобіжними прямими та парою паралельних пло-
щин, що їх містять, стає у пригоді й під час розв’язування задач на 
побудову.

Задача
Дано мимобіжні прямі a і b та точку X. Як побудувати пряму, яка містить X та 

перетинає a і b? Чи завжди це можливо? Знайдіть кількість таких прямих залежно 
від положення точки X.

Розв’язання
Побудуємо паралельні площини α  і β, які містять прямі a і b відповідно. 

Можливі три випадки розміщення точки X відносно даних прямих і площин: точка 
лежить на прямій a або на прямій b, у площині α  або в площині β  (але не на-
лежить ані прямій a, ані прямій b) і поза площинами α  і β.

У випадку, поданому на рис. 304, а, точка X належить одній із даних мимобіж-
них прямих. Тоді через X і будь-яку точку другої прямої можна провести шукану 
пряму; отже, таких прямих безліч.

У випадку, поданому на рис. 304, б, точка X не належить даним прямим, але 
належить одній із площин α  або β. Тому шукана пряма, дві точки якої належать 
одній із площин α  або β, також має належати цій площині і не буде перетинати 
одну з прямих a або b. Отже, шуканих прямих — жодної.

Розглянемо випадок, поданий на рис. 304, в, коли X ∉α , X ∉β.
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Рис. 304

Аналіз
Нехай l — шукана пряма. Тоді вона належить площині γ , яка проходить через 

точку X та пряму b. 
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Побудова
Побудуємо площину γ , яка проходить через пряму b і точку X. Нехай γ  пере-

тинає α  по деякій прямій ′b , паралельній b. Оскільки прямі a і b мимобіжні, то 
′b перетинає a в деякій точці A. Будуємо пряму AX (рис.  304,  г).

Доведення
Площина γ  перетинає площину β  по прямій b, а тому перетинає і площину α , 

паралельну β. У  площині γ  пряма AX перетинає пряму ′b , а тому й  паралельну 
їй пряму b (нехай точкою перетину AX і b є точка B). Пряма AB перетинає a і b 
та проходить через X, а отже, є шуканою.

Дослідження
Оскільки X ∉α , X ∉β, то описана побудова завжди можлива. Доведемо, що по-

будована пряма AB є єдиною, яка відповідає умові задачі. Нехай існує пряма ′l ,  
відмінна від l, яка задовольняє умову задачі. Тоді пряма ′l  проходить через 
точку X і деяку точку прямої b, а тому лежить у площині γ . Але ж пряма ′l  
має перетинати пряму a, а точка перетину — це точка, що лежить у площині γ  
на прямій a. Отже, це точка A. Таким чином, пряма ′l  збігається з прямою AX, 
а  отже, і  з  прямою AB.

І нарешті, проілюструємо метод геометричних місць у просторі: якщо геоме-
тричним місцем точок, які задовольняють умову P1 , є фігура F1, а геометричним 
місцем точок, які задовольняють умову P2, є фігура F2 , то геометричним місцем 
точок, які задовольняють обидві умови P1  та P2, є спільна частина фігур F1  і F2 .

Задача
Для даної піраміди, основа якої — многокутник, вписаний у коло, знайдіть 

геометричне місце точок, рівновіддалених від усіх вершин піраміди.

Розв’язання
Як відомо, геометричним місцем точок, рівновіддалених від вершин вписаного 

многокутника, є пряма l, яка проходить через центр описаного кола перпендику-
лярно до площини многокутника. За доведеним, геометричним місцем точок, рів-
новіддалених від двох даних точок, є площина α , яка проходить через середину 
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відрізка з кінцями в даних точках перпендикулярно 
до цього відрізка. Отже, шукані точки мають лежати 
як на прямій l, так і в площині α , яка проходить 
перпендикулярно до ребра AS і ділить його навпіл 
(рис. 305).

Оскільки пряма AS не лежить у площині ABC і не 
паралельна цій площині, то пряма l і площина α  
перетинаються в деякій точці O. Точка O рівновідда-
лена від вершин S, A, B, C, … і є єдиною шуканою 
точкою.

Знайдена точка O є центром сфери, яка проходить 
через усі вершини піраміди (таку сферу називають опи-
саною навколо піраміди), OS OA OB OC R= = = = =... ,  
де R — радіус сфери.

Q
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B
C

D
E

O

S

K

Рис. 305

На завершення пропонуємо застосувати щойно описані ідеї 
та методи для розв’язування таких задач.

1.	 У просторі знайдіть геометричне місце точок, рівновіддалених 
від двох даних прямих, що перетинаються.

2.	 У просторі знайдіть геометричне місце точок, рівновіддалених 
від двох даних площин, що перетинаються.

3.	 Три прямі попарно мимобіжні. Доведіть, що існує безліч пря-
мих, які перетинають усі три дані прямі.

4.	 Три прямі попарно мимобіжні. Доведіть, що існує єдиний па-
ралелепіпед, три ребра якого лежать на даних прямих.

5.	 Знайдіть геометричне місце точок, рівновіддалених від граней 
піраміди, основа якої — правильний многокутник, а всі її бічні 
ребра рівні.
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Розділ І

21. 6. 22. 4. 23. 11 см або 5 см. 24. 8 см. 26. а) KC; б) AC; в) AD. 30. 3; 6; 
n n −( )1

2
.  

31. 90° або 30°; ні. 68. 24 см2. 78. 8 см. 

Тестове завдання для  самоперевірки № 1. 1. А. 2. Г. 3. Г. 4. Б. 5. В. 6. Б.

Розділ ІІ

95. а) Мимобіжні або перетинаються; б)  мимобіжні або перетинаються.  

101. а) a b� ; б) мимобіжні або перетинаються. 102. Ні. 104. а) MN BC� ;  

б) 20 см2. 105. б) 6 см, 8  см, 10 см. 106.  а)  8  см; б) 12 см; в) 8 см. 107. Якщо не пере-

тинає — 8 см, якщо перетинає — 2 см. 109.  Мимобіжні. 110. Вказівка. Указані від-

різки, узяті попарно, є діагоналями трьох паралелограмів. 112. а) 12  см; б) a c b+ − .  

Вказівка. Знайдіть довжину відрізка OO1 . 113.  а)  16  см; б) a c+ . Вказівка. Через 

точку  O перетину діагоналей паралелограма проведіть пряму OO1 , паралельну даним 

прямим OO O1 1∩α =( )  і знайдіть довжину відрізка OO1 . 114. 9 см. 130. Паралельні або 

перетинаються. 135. б) 6 см. 136. б)  15 см. 139. Вказівка. До даного твердження слід 

додати «або лежить в одній із них». 143.  Вказівка. Доведіть від супротивного, що пря-

ма a перетинає площину β, а пряма b — площину α . 144.  Паралелограм. 152.  Пряма, 

яка проходить через точку M і паралельна сторонам BC і AD. 153. 12 см, 15 см і 21 см. 

177. Коли дана точка лежить у площині даних прямих. 178. а) 16 см; б) 10 см і 5 см.  

179. 64 см2. 181.  12 см. 186. а) Ні; б)  так. 187.  Якщо прямі a і b перетинаються. 

188. Паралельна α . 189. Вказівка. Проведіть через точку О довільну пряму, яка пере-

тинає α  і β, і доведіть подібність трикутників, що утворилися (див. рис.  81). 194. Ні. 

196.  21 см і 28 см або 3 см і 4 см. Вказівка. Розгляньте різні випадки взаємного 

розміщення на прямій точок A1, A2  і A3. 197.  Вказівка. Проведіть через прямі a і b 

площини, паралельні γ . 198. Якщо a b M∩ = , то шуканою є пряма CM; якщо a b� ,  

то шукана пряма проходить через точку C паралельно прямим a і b. 217.  9  см. 

218.  18  см. 220. Вказівка. Побудуйте точки, симетричні точкам ′A  і ′B  відносно 

точки ′O . 221.  Вказівка. Шуканий діаметр проходить через середину хорди ′ ′A B . 

222. Вказівка. Шуканий перпендикуляр паралельний медіані, проведеній із верши- 

ни ′B . 224. Вказівка. Серединні перпендикуляри до двох сторін трикутника паралель-

ні даним висотам. 225. Вказівка. Доведіть, що шукана висота проходить через сере

дину сторони ромба. 226. Вказівка. Діаметр кола проходить через середини двох па-

ралельних хорд. 227. Вказівка. Відрізок, що сполучає середини основ рівнобічної 

трапеції, є  її висотою. 228. Вказівка. Шукана пряма проходить через точку перетину 

прямих AC і ′ ′A C  та точку перетину прямих AB і ′ ′A B . 236. Вказівка. Доведіть, що 
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AD DC: := 2 1. 237. Вказівка. Доведіть, що висота трикутника ділить гіпотенузу у від-

ношенні 4 9: . 238. Вказівка. Через точку D і одну з вершин трикутника проведіть 

відрізок до перетину з протилежною стороною і побудуйте проекцію цього відрізка на 

площину α . 239. 90° або 20°; так.  

тестове завдання для самоперевірки № 2. 1. А. 2. Б. 3. В. 4. Б. 5. А. 6. В.

242. Паралельно лінії перетину даних площин. 244. 12 см. 

245. а) Ні; б) так. 246. Ні. 250. Вказівка. Основа шуканої 

бісектриси ділить зображення третьої сторони у відношен-

ні 2 3: . 253. Вказівка. Проведіть довільну площину, яка не 

проходить через дану точку, і побудуйте в цій площині ко-

ло. Шукані прямі проходять через дану точку й три точки 

кола (рис. 306). 260. Паралелограм. 263. Одна; неможливо. 

266. Вказівка. Одна з діагоналей квадрата ділить навпіл 

будь-яку хорду, паралельну другій діагоналі. Отже, зобра-

ження двох перпендикулярних діаметрів кола (спряжені діа-

метри еліпса) мають таку саму властивість. 267. 
a b c+ +

3
. 

268. 43 см. Вказівка. Доведіть, що центр описаного кола 

ділить висоту трикутника, проведену до основи, у відношен-

ні 7 25: , починаючи від основи трикутника. 269. Вказівка. 

Нехай ABC — зображення даного трикутника, AB C1  — зо-

браження правильного трикутника, B ABC1 ∉( )  (рис. 307). 

Унаслідок паралельного проекціювання в напрямку B B1  меді-

ани трикутника AB C1  перейдуть у медіани трикутника ABC, 

а точка перетину Z1  медіан трикутника AB C1  — у точку 

перетину Z медіан трикутника ABC.

Розділ ІІІ

284. а) 90°; б) 45°; в) 60°; г) 0°. 286. а) 4 29  см; б) 13 см. 287. 8 3  см2. 288. а) 30° або 

50°; б) 50° або 10°. 289. 
a 2

2
. Вказівка. Доведіть, що відрізок DE є медіаною і висотою 

трикутників ADP і BEC. 290. α  або 180° − α . 291. а) 60°; б) 
3

3
; в) 

2

3
. 292. 60°. 

293. 90°. Вказівка. Доведіть, що середини відрізків BC, CD, AD і AB є вершинами пря-

мокутника. 294. 60°. Вказівка. Застосуйте теорему косинусів у трикутнику з вершина-

ми в сере динах відрізків AD, BC і AB. 313. Прямокутний; 8 см. 314. 25 см. 319. 
a2 2

4
. 

Рис. 306

Рис. 307
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320. a2. 322.  13 см. 323. 9 см. 324. 8 см. 325. 36 см. 328. Вказівка. Доведіть, що 

CD MAD⊥ ( ). 329. Вказівка. Доведіть, що BD MAC⊥ ( ). 330. Площину, яка перпен-

дикулярна до  a і проходить через точку  A. 331. b d c2 2 2+ − . 332. Вказівка. З до-

вільної точки прямої  a проведіть пряму  c, перпендикулярну до  b. Площина прямих 

a і c перпендикулярна до  b. 333.  40°. Вказівка. Доведіть, що трикутник ABC рівно-

бедрений з основою  AC. 334.  10  см. Вказівка. Доведіть, що ∠ = °ACB 90 . 335. 7 см.  

336. 11 см або 25  см. 347.  а)  4  см; б) 12 3  см, 24  см; в)  9  см, 12 см. 348. а) 4 2  см;  

б) 4 см. 349. 8 см. 350. 9 3  см. 351.  24  см. 352. 13 см. 354. 0 5, d. 355. 8 см. 356.  9 

см. 357.  12  см. 358. a  і  d або b  і  c. 359.  8,5  см. Вказівка. Урахуйте, що перша сто-

рінка тому 1 є  найближчою до тому 2. 360. 25 м. 361. 15 см. 363. 6 см. 364. 25 см. 

365.  13 см. 366.  120°. 368. 12 см. 369. 65 см. 370.  13 см. 371.  432 см2. 372.  25  см. 

374. 12 см. 375. arcsin
6

3
. 377. 12 см. Вказівка. Доведіть, що основа шуканого перпен-

дикуляра є серединою більшої основи трапеції. 378. 10 см. 379. 1152  см2. 380.  216  см2 

або 18 319   см2. 381. 6 см. 383. а) Площина, паралельна даним прямим і рівновід-

далена від них; б) площина, паралельна даним площинам і  рівновіддалена від них.  

384. Площина, паралельна α  і рівновіддалена від  A  і  α . 385. Площина, паралель-

на даним площинам і рівновіддалена від них. 386. 12 см. 387. 6 см. 396. а) 10 см;  

б) 10  см. 399. 12 см. 400. 144 см2. 401. C. 402.  C. 404.  25  см. 405. 12 3  см2.  

406. 10  см, 2 41  см. 407. 3 см. 409. 16 см. 410. 5 см. 411. 200  см2. 412.  16  см. 

414.  5  см. 415. 9 см. 416. 5 см. 417. 8 см. 418. 
1

2
2csin α . 433. а)  6  см; б) lsinϕ.  

434. ≈ 17 43,  м. 435. Так. 436. а) 45°; б) 45°. 437. а) 30°; б) 9 2  см. 440.  а)  16  см; 

б)  6 см. 441. 60°. 442. 25 см. 443. 60°. 444. Ні. 445. Ні. 

446. Пряма Площина Кут, що вимірюється Величина кута

MA ABC MAB 45°

MD ABC MDB arctg
2 3

3

AC MBD — 90°

AB MBD ABD 30°

BC MBA CBA 60°

AM MBD AMD arcsin
2

4
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447. Пряма Площина Кут, що вимірюється Величина кута

MC ABC MCB 45°

MD ABC MDB arctg
2

2

MO ABC MOB arctg 2

AD MBD ADO 45°

CD MBC — 90°

AM MBD AMO 30°

448. 61  см. 449. 5 см. 451. 3 7  см. 452. 30° і arcsin
2

3
. 454. 19 см. 455. 60°. 

456. 45°. 457. 7 см. 458. 45°. 459. 45°. 460. Вказівка. Знайдіть точку перетину F пря-

мої AB з ребром кута; шукана точка є перетином прямих FC і a. 461. 60°. 462.  10  см. 

463. 12 см. 465. 26 см. Вказівка. Нехай MA = 1 см, MB = 22  см, MC — шукана від-

стань. Тоді чотирикутник MACB є вписаним у коло, ∠ = °AMB 120 , MC — діаметр кола, 

який можна знайти з трикутника AMB за допомогою теореми синусів. 466. Ні; так.  

467. 30°, 90°. 483. 30°, 45°. 484. а) 17 см; б) 32 см; в) 16  см і 15 см. 485. 6 2  см,  

6 3  см. 486. б) 30 см. 487. а) 10 см; б) 6 6  см. 488. а) 10 2  см; б)  10 2  см.  

495. 13 см. 496. 16 см і 30 см. 497. 6  см. 498. 10 см. 500. Дві площини, які проходять 

через бісектриси кутів, утворених даними прямими, і перпендикулярні до площини да-

них прямих. 501. Площина, яка перпендикулярна до площини даного кута і проходить 

через його бісектрису. 502. 20 см. 503. 337  см. 504. 
2 2

3
 см. Вказівка. Нехай D — 

середина сторони AB. Доведіть перпендикулярність площин APB і POD. 505. 12  см.  

Вказівка. Нехай M — середина сторони BC. Доведіть перпендикулярність площин ABC 

і ADM. 507.  90°. 515. а) 168 см2; б) 50 см2. 516. 30°. 517. 60°. 518. а) 1; б) 
2

2
; в)  1.  

519. а) 30°; б) 45°. 520. а) 32 см2; б) 16 см2. 521. ≈ 65 47,  м2. 522. 432 см2. 523. 
d2

2
8

tg

cos

α

ϕ
.  

524. 60°. Вказівка. Доведіть, що менша діагональ ромба паралельна площині ква-

драта. 525. 30°. 526. 
a 2

2
. Вказівка. Доведіть, що спільний перпендикуляр даних 

ребер сполучає їхні середини. 527. а) 
a 2

2
; б) 

a 6

6
. 528. 60°. Вказівка. Доведіть, що 
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проекція даної трапеції — рівнобічна трапеція. 529. arccos
3

3
. Вказівка. Доведіть, 

що сторона правильного трикутника дорівнює гіпотенузі прямокутного. 530.  24 см. 

Вказівка. Спроектуйте дані прямі на площину лінійного кута двогранного кута між 

даними площинами, яка проходить через одну з точок A або B. 531. 12 см. 532. 
a 2

2
.  

Вказівка. Спроектуйте дані прямі на площину CBC1
. 533.  Ортогональна проекція 

прямої l на площину α . 

Тестове завдання для  самоперевірки № 3. 1. В. 2. А. 3. А. 4. Б. 5. Б. 6. Б.

536. а) (ABC), (DBC); б) 30°. 537. 45°. 539. 60°. 540.  Вказівка. Доведіть, що кож-

на з  точок A і C1
 рівновіддалена від вершин трикутника A BD1

. 541. Так. Вка-
зівка: долоні дівчинки опиняться вище 7-ї полиці. 542. 60°. 543. 60°, 30°. 

545. 
h

tg α
. 546. h a+ tgβ . 548. arccos

1

3
. 549. ≈ 27  см. 554. 

a 2

4
. 555. а) 45°;  

б) arctg
2 3

3
; в) arctg

3

2
; г)  a 21

7
. 556.  arcsin sin2 α( ). 557. arcsin sin sin2 2α β+ .  

558. 
a

3
. Вказівка. Розгляньте ортогональні проекції даних прямих на площи- 

ну ABC1
, перпендикулярну до A D1

. У прямокутнику ABC D1 1
 точка K — проекція 

точок A1
 і D, точка L — проекція точок B1

 і C, D L1
 — проекція D C1

, KM D L⊥ 1
, 

KМ — шукана відстань. 

Розділ ІV

576. Oxy. 577. Ox. 578. D − −( )7 8 8; ; . 580. а) 3; б) 5; в) 17. 581. A. 583. 0 8 0; ;−( ). 

586. а) B y z−( )2; ; , де y, z такі, що точки A і B не збігаються; б) B x; ;−( )4 3 , де x ≠ −2.  

587. а) a = 2, b = 3; б) a = 2; b = 1. 588. A 0 0 2; ; −( ), B −( )8 6 0; ; . 589. а) M − −( )4 3 2; ; ;  

б) B − −( )2 3 2; ; . 590. 11. 591. AB. 592. 0 2 3; ;( ). 594. –1; 3. 595. 8 розв’язків: ± ± ±( )6 7 5; ; .  

596. 23. 597. 8 розв’язків: M ± ± ±










1

2

1

2

2

2
; ; . 598. − −( )3 7 0; ; , 5 1 6; ; −( ), 7 5 4; ;( ).  

599. A. Вказівка. Скористайтеся нерівністю трикутника. 601. D − −( )3 1 1; ; .  

602. D 3 0 5; ; −( ). 604. A 1 2 3; ;( ). 605. 6. 606.  6.  Вказівка. Доведіть, що даний три-

кутник прямокутний із гіпотенузою AB. 607. 0 0 9 5; ; ,( ), 0 0 9 5; ; ,−( ), 0 0 1; ; −( ), 0 0 5; ;( ).  

608. 120°, 30°, 30°; 2 3 . 610. 8 см. 629. а) − −( )7 12 3; ; ; б) 5 12 7; ;( ) ; в) 5 12 7; ; −( ).  

630. а) M −( )8 5 1; ; ; б) B − −( )2 1 5; ; . 631. − − −( )2 3 1; ; . 633.  а) 7 5 2; ; −( ); б) 0 6 1; ;− −( ) .  
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634. Ні. 638. а) −( )6 5 5; ; ; б) 4 1 1; ;( ); в) 4 1 1; ; −( ). 639. 3. 642. (4; 6; 4). 643. а) A − −( )2 4 3; ; ;  

б) C − −( )1 1 1; ; , D −( )6 4 3; ; . 646. У напрямі променя, що містить діагональ куба, 

на відстань, яка менша за довжину діагоналі. 647. 0
�

. 648. Прямокутна трапеція.  

663. а) –4 і 4; б) – 3 і 3. 664. а) BD
� ����

; б) AC1

� �����
; в) AC

� ���
; г) DB1

� �����
; д) AC

� ���
; е) C A1

� �����
.  

665. а) AB
� ���

; б) BA
� ���

; в) CC1

� ����
. 669. Ні. 671. а) 0; б) 0; в) 1; г) –1; д) 2. 672. а) 5; б) –2;  

в) 2. 673. а) b
�

 і 
�
c ; б) 

�
a  і b

�
. 674. 

�
a = 6, b

�
= 3. 675. A 0 1 0; ;−( ) , B −( )9 0 3; ; .  

676. A 7 3 7; ;( ) . 677. а) A D1

� �����
; б) D D1

� �����
. 682. а) Ні; б) так; в) так. 683. 2 4 6; ;−( ) .  

685. �a 0 3 1; ;−( ), b
�

4 1 2; ; −( ). 686. а) –1; б) 2; в) –2. 687. а) C  лежить між A і B; б) не 

лежать; в) A лежить між B і C. 689. 60°. 690. а) –3; б) 50; в) 28. 691. Вказівка. До-

будуйте даний тетраедр до паралелепіпеда. 694. C 1 3 0; ;−( ). Вказівка. Скористайтеся 

колінеарністю векторів AC
� ���

 і BC
� ���

. 696. Ні. 699. 2. Вказівка. Знайдіть 
� � �
a b c+ +( )2

 або 

знайдіть 
� �
a b+  і застосуйте теорему Піфагора. 700. 45°, 120°, 60°. 702. AC a b

� ��� � �
= +2

3

2

3
.  

709. Так, якщо вектори b
�

 і 
�
c  колінеарні. 714. в) − + −

� � �
a b c . 715. а) 2 2AD BC CE

� ���� � ��� � ���
+ + ;  

б) AC AB PC
� ��� � ��� � ���

− − 1

2
. 717. 3  Н. 718. а) Ні; б) так. 720. 60°. 721. а) 

� � �
a b c+ +0 5, ; б) 0 5,

� � �
a b c− + ;  

в) − + −0 5 0 5, ,
� � �
a b c . 722. Так. Вказівка. Скористайтеся тим, що ED EC CD EP PD

� ���� � ��� � ��� � ��� � ���
= + = + . 

723. 3PO PB PC
� ��� � ��� � ���

− − . Вказівка. Скористайтеся опорною задачею про точку перетину ме-

діан трикутника. 724. Вказівка. Скористайтеся доведенням від супротивного й ознакою 

компланарності векторів. 725. Вказівка. Скористайтеся опорною задачею про точку пе-

ретину медіан трикутника і нерівністю трикутника. 726. Вказівка. Розкладіть вектори 

AB
� ���

, BC
� ���

 і AC
� ���

 за векторами PA
� ���

, PB
� ���

 і PC
� ���

. 727. Вказівка. Розкладіть вектори ребер 

основи за векторами PA
� ���

, PB
� ���

 і PC
� ���

. 728. 60°. Вказівка. Введіть систему координат із по-

чатком O так, щоб дані промені лежали на додатних півосях осей координат. 730. Вка-

зівка. Скористайтеся правилом паралелепіпеда й опорною задачею про точку перетину 

медіан трикутника. 731. 1 8: . Вказівка. Скористайтеся результатом попередньої задачі. 

734. 30°. 735. arccos
3

3
. 741. а) 4 2 7 0x y z+ + − = ; б) 7 9 2 0x z+ − = . 742. 5 4 13 0x y z+ − − = .  

743. 
x y z− −

−
−= =1

1

1

4

1

3
. 744. 

x y z−
−

+= =4

3 1

3

5
. 747. а) x y z+( ) + −( ) + −( ) =3 2 1 25

2 2 2
;  

б) x y z2 2 2 49+ + = . 749. а) 2 3 6 6 0x y z− + − = ; б) x y z− + − =2 5 0. 751. 3 6 0x y z− − − = .  
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752. 
x y z− − −= =1

4

1

6

2

5
. 753. (1; –1; 5). 754. 

x y z

2 1 3
= =

−
. 756.  а)  30°; б) 90°; 

в) 60°. 757. а) a = 6 , b = −4; б) a = 1, b = −3. 758. а) x y z+( ) + + −( ) =1 1 9
2 2 2

;  

б) x y z+( ) + −( ) + −( ) =2 3 4 16
2 2 2

; в) x y z−( ) + +( ) + −( ) =1 2 3 16
2 2 2

. 759. а) x y z+( ) + −( ) + +( ) =1 5 6 81
2 2 2

x y z+( ) + −( ) + +( ) =1 5 6 81
2 2 2

 або x y z2 2 2
1 2 81+ −( ) + −( ) = . б) x y z+( ) + −( ) + −( ) =3 4 1 25

2 2 2
. 760. Пло-

щина 4 2 3 29 0x y z− + − = . 761. x y+ − =2 6 0 . 762. 17 13 16 10 0x y z− − − = . 763. а) збіга-

ються; б) паралельні; в) перетинаються в точці (4; 4; 3); г) мимобіжні. 765. Сфера 

x y z−( ) + +( ) + −( ) =3 5 6 121
2 2 2

 без точок A  та B . 766. 
2 3

3
. 768. 

abc

a b b c a c2 2 2 2 2 2+ +
. 

769. а) 60°, 
a

3
; б) arccos

1

3
; в) arcsin

2

3
; г) 

3

3
.

Тестове завдання для  самоперевірки № 4. 1. Г. 2. Г. 3. Б. 4. Б. 5. В. 6. А.

770. а) 6, 2, 8; б) 2 26 ; в) 2 10 , 10, 2 17 . 771. 7. 776. arccos
4

9
. 778. Трапеція.  

779. Вказівка. Розкладіть вектори, зображувані сторонами трикутника, за векторами 

OA
� ���

, OB
� ���

 і OC
� ���

. 782. C − −( )1 2 0; ; ; точка C. 784. Дві або три. 786. 90°; 
a 2

2
. Вказів-

ка. Розгляньте вектор LK
� ����

, перпендикулярний до векторів AB
� ���

 та PC
� ���

. Розкладіть усі 

вказані вектори за векторами 
� � ���
a PA= , 

� � ���
b PB= , 

� � ���
c PC= . 224. а) 

a 6

6
; 90°; б) 

a 3

3
; 60°.  

788. 1 2: . Вказівка. Розкладіть вектор PS x PO
� ��� � ���

= ⋅  за векторами 
� � ����
a PM= , 

� � ����
b PN= , 

� � ����
c PK= . Скористайтеся результатом задачі 729 для точок M, N, K, S та знайдіть x.  

790. Вказівка. Застосуйте властивості скалярного добутку векторів. 791. Вказівка. 

Застосуйте векторний критерій перпендикулярності прямих. 792. а) Жодного; б) без-

ліч; в)  безліч. Вказівка. Розгляньте відстані від точки M x y z; ;( )  до точок A 1 0 0; ;( )   

і B 0 1 0; ;( ).
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